Autovalores e Autovetores

Considere uma matriz quadrada A,,, um escalar » € R e um vetor v € R™ com a seguinte
propriedade:

Av=r-v

Dizemos entao que r é um autovalor e v é um autovetor da matriz A.

(Atengao: v é um vetor, e portanto nao podemos 'cortar’ v dos dois lados dessa equacao:
‘cortar’ é uma operagao de divisao, que na algebra matricial corresponde a multiplicar por
uma inversa, mas vetores nao admitem inversa.)

Note que v = (I -v): a matriz identidade é o elemento neutro da multiplicagao matricial.
Logo, A-v=r(l-v).

Portanto:

A-v—r(I-v)=0

(A—r-DNv=0

Se v # 0, entdo a matriz (A — r.I) ndo pode admitir inversa (A — rI deve ser portanto
uma matriz singular). Caso contrario, poderiamos multiplicar os dois lados da equacao
acima pela inversa (A — r.I)™!, levando ao seguinte resultado absurdo:

0£v=(A—rI)'-0=0

(A tltima igualdade ocorre porque qualquer matriz multiplicada por um vetor de zeros
gera um vetor de zeros).

Para que a matriz A — rI ndo admita inversa, entdo necessariamente det(A —r - I) = 0.
Para calcular esse determinante, construa a matriz A — r1:

11 Q12 - Qim
Q21 Q22 - Q2m
A=
Am1 Am2 - Amm
aj; a1t Qim 1 0 0
Q21 G2 - Aoy 0 1
A—rl= ] ] ) ) -7
: : .. : : 0
Am1 Am2 - Amm O s O 1
aiy a1 Ce A1m T 0 0
Q21 Q22 -+ Q2m 0o r
A—rl= ] ] ) ) —
: : - : 0
am1 Am2 Amm o ... 0 T



appy —r a2 ce Q1m
21 Qo2 —T -+ Q2m

A—rl =

Qm1 Am2 ot O — T

Ou seja: o autovalor » € R é um nimero que quando subtraido da diagonal principal de
uma matriz, a transforma em uma matriz singular.

Exemplo:
20
=(03)

=det =0

00
7“:2—>A—7“.]:<0 1

-1 0
7"—3—>A—7".I—< 0 O>:>det—0
Logo, r = 2 e r = 3 sao autovalores de A.

Os elementos da diagonal principal de uma matriz diagonal sao os proprios autovalores:
isso vale para qualquer matriz diagonal. Note ainda que r = 0 sempre é autovalor de uma
matriz singular.

Exemplo:

11 .
A= 5 9 > singular.
=0—>A—-rl= 1l ingular
r= rI=1{, 5 )singula

Para encontrar os autovalores de uma matriz qualquer, usamos o polinémio caracteristico
dessa matriz. Considere uma matriz genérica de ordem 2:

ail Az
A=
ag1 A2

ail —r ai12
A—rl=
ag1 Q22 — T

det(A —r.J) =0 é a condicao para r ser autovalor:

(an - 7’)(@22 - 7‘) — ajga =0

3“2 — (a11 + ag2)r + (a11a92 — a12a21)1 =0

Vv
polinomio caracteristico

Uma equacao de 2° grau tem até duas raizes distinas; logo, uma matriz 2x2 tem até
dois autovalores distintos. Uma matriz m x m tem até m autovalores distinos: as raizes do
polinémio caracteristico de ordem m.



Para encontrar o autovetor v* associado ao autovalor r*, basta resolver o sistema linear
(A —1r*I)-v* = 0 para v* # 0. Observe que esse ¢ um sistema linear homogéneo com
matriz de coeficientes singular (determinante é zero): logo, hé infinitas solu¢oes. Em outras
palavras, ha infinitos autovetores associados a um dado autovalor.

Exemplo:

0a=(30)

-1 - o e
det(A —r.I) = det ( 5 " _37n ) =r?+r —6: polindmio caracteristico.
r> +7r —6 =0 : condicao para r ser autovalor.

Raizes: 11 = —3, ro = 2 : autovalores (reais e distintos) de A.

Autovetor v associado a r1:

) (0)-()

essa equacao sao um autovetor da matriz A associado ao autovalor —3.
Em particular, z = 1 = y = —2 : v; = (1,—3) ¢ um autovetor associado a r; = —3.
Qualquer multiplo de v; é um autovetor associado a 7 (hd sempre infinitos autovetores

associados a um dado autovalor).

Autovetor v, associado a 7s:

(7 %) (5)=(5)
(2 5)(5)-(0) = erm—omy=s

Em particular, z =1 =y =1: vy = (1,1) é um autovetor associado a r, = 2. Qualquer
multiplo de v, é um autovetor associado a rs.

Conclusao: autevetor nao é unico.

Para concluir, defina o trago de uma matriz quadrada como a soma dos elementos da
diagonal principal:
Tr(A) =an+ax+ -+ amm

Teorema: Considere a matriz quadrada A, com autovalores r1, ..., 7p,.
(i)?"1+7’2+...—|—1”m:a11—|—a22_|_...+amm:TT(A>
(i0) 7y 7o o1y = det(A)

Formas Quadraticas

Formas quadréticas sao uma generalizacao das funcoes quadréticas univariadas y = 2.
Permitimos agora que o dominio seja R".
Uma forma quadratica @) : R™ — R admite representacao matricial. Podemos defini-la

da seguinte forma:



@Q: R"—R
Q(z) = 2" Az

em que A é uma matriz quadrada de ordem n, e x € R™ (ou seja, x é um vetor coluna com
n coordenadas). H4& infinitas matrizes que podem ser usadas para representar uma forma
quadratica; escolheremos sempre uma matriz simétrica.

Exemplo: @ : R — R : Q(x) = az. Como o dominio ¢ unidimensional (n = 1), a
matriz A tem ordem 1, ou seja, tem apenas uma linha e uma coluna: A = [a]. Podemos
escrever Q(z) = ax = Az. Observe que se a > 0, temos uma pardbola ’virada para cima’
que passa pelo ponto (0,0); se a < 0, temos uma parabola 'virada para baixo’.

Exemplo: Q: R? = R : Q(z1,22) = a112% + br129 + 9o

o 11 % xy

o-ln w2 ][0

Observe que podemos escolher outras matrizes para representar a forma quadratica acima.
Considere uma matriz qualquer de ordem 2:

A= [au a12}

21 Qa22

Obtemos entao:

a
[331 l’g] A |:ZE;:| = allﬁ + (CL12 + &21)931 + T9 + CLQQ!E%

Logo, podemos escolher quaisquer elementos aio e ag tais que ajs + as; = b. Como

queremos usar uma matriz simétrica, fazemos a1 = as; = g

Definicao de formas quadraticas

Note que uma forma quadratica nao tem termo independente de x. Logo. Q(0) = 0 (observe
que o ’zero’ no dominio é, na verdade, a origem de R": ou seja, é um vetor de zeros).
Questao: x = 0 é um ponto de maximo, de minimo, ou nenhum dos dois?

Em uma dimensao: Q(z) = ax?. Se a > 0, z = 0 é um ponto de minimo, e Q > 0
para todo = # 0. (represente graficamente essa func¢ao). Dizemos que a forma quadrética
@ é positiva definida. Se a < 0, x = 0 é um ponto de maximo, e () < 0 para todo = # 0.
Dizemos que a forma quadrética () €, nesse caso, negativa definida.

Podemos estender o raciocinio para duas ou mais dimensoes. Se (z1,x9,...,T,) #
(0,...,0) = Q > 0, entao Q é positiva definida. Exemplo: Q(z1,zs) = 23 + 23

Se (z1,%9,...,2,) # (0,...,0) = @ < 0, entdo @ é negativa definida. Exemplo:
Q(xy,19) = —23 — 23

Se uma funcao quadratica pode assumir valores positivos ou negativos, é dita indefinida.
Exemplo: Exemplo: Q(z1,23) = 23 — x3. Note que Q(1,0) >0 e Q(0,1) < 0.



Se uma forma quadratica nunca assume valores negativos, mas pode ser igual a 0 para
x # 0, é dita positiva semi-definida. Exemplo: Q = x? + 2z,25 + 22 = (21 + 72)?. Note que
Q(1,-1) =0.

Analogamente, a matriz negativa semi-definida nunca assume valores positivos, mas pode
valer zero fora da origem. Exemplo: —(z; + 22)?

Podemos definir a matriz A a partir das propriedades da forma quadratica Q(x) =
xT Az, v € R™. Seja A,, simétrica. Entao A é:

a) Positiva Definida se 27 Az > 0 Vz # 0.

b) Positiva Semi-Definida se 27 Az > 0 Va # 0.

c) Negativa Definida se 27 Az < 0 Vx # 0.

d) Negativa Semi-Definida se 27 Ax < 0 Vz # 0.

e) Indefinida caso nao se encaixe em nenhum dos casos anteriores.

Teste para Definicao de Matriz

Relembrando: menores sao os determinantes de submatrizes formadas a partir da eliminacao
de determinadas linhas e colunas de uma matriz A. Se forem retiradas linhas e colunas de
mesmo indice, temos um menor principal (por exemplo, se excluimos a linha 1 e a coluna
1).
Exemplo: A = [ i i }
Q21 Q22

Menor principal de ordem 2: Det(A)

Menores principais de ordem 1: Det(ay;) = a1; (determinante da submatriz formada pela
eliminagao da linha 2 e da coluna 2) e Det(as) = agy determinante da submatriz formada
pela eliminacao da linha 1 e da coluna 1

aixz G2 013

Exemplo: A= | as1 ass a3

az1 G32 0agg
Menor principal de ordem 3: Det(A).
Menores principais de ordem 2:

det (22 (23 , obtido pela eliminacao da linha 1 e da coluna 1;
| @32 33 |
ail 13 . .. ~ . ]
det ( ), obtido pela eliminagao da linha 2 e da coluna 2;
| @31 d33 |
aipr Q12 . . - .
det ( o a , obtido pela eliminacao da linha 3 e da coluna 3.
21 Q22

Menores principais de ordem 1:
det(ass), obtido pela eliminacdo das linhas/colunas 1 e 2;
det(asz), obtido pela eliminagao das linhas/colunas 1 e 3;

det(ayy), obtido pela eliminagao das linhas/colunas 2 e 3.



Os menores principais mais usados , para cada ordem, sao formados por eliminacao das
dltimas linhas e colunas. Sao conhecidos como Menores Principais Lideres (MPL’s):
ai; Qr2 a3
a a1 Q2 a a a
11, 21 Q22 Q23
a1  G22
azy as2 ass

Teorema: Seja A uma matriz quadrada simétrica de ordem n. Entao:

1 - A é positiva definida se e sé se todos os MPL’s sao estritamente positivos.

2 - A é negativa definida se e s6 se os MPL’s altenarem de sinal, comecando com o sinal
negativo: A; < 0,4, >0, ....

Exemplos:
1- ?;} A1=2>0,4,=2%x2—-1x1=3>0:PD
2- |7} _12] A= —1<0, A= (1) x1=2x(=2)=3>0: N.D
(2 3
3 - 3 7 A1=2>0,4,=2x7—-3%x3=5>0:PD
] 10 x| 1
4—@:]}%"‘1’%:[1’1 x2]|:0 1:||:x2_:[$1 $2}|:x2:|

A
A;=1>0, A, =1x1-0x0=1>0: P.D.
—1 0 T T
L
. L
Al =—-1<0,A=(-1)x(-1)—=0x0=1>0: ND
Para checar se a matriz é semi-definida , sao necessarios todos os menores principais, nao
apenas os lideres.

Matrizes Diagonais

Considere uma matriz diagonal qualquer:

aq 0 0
A— 0 a9
0 0 a,

2

n’

Essa matriz representa a forma quadrética Q = ayz2+- - -+a,z2, em que nao hd produtos
cruzados. Observe entao que A é:
i- positiva definida se a; > 0 Vi.
ii- positiva semi-definida se a; > 0 Vi.
iii- negativa definida se a; < 0 Vi.
iv- negativa semi-definida se a; < 0 Vi.
v- indefinida se existe a; > 0 e a; < 0.



Note que, para uma matriz positiva definida, temos: a; > 0; a;-as > 0; ay-as-az > 0,...:
o produto de niimeros positivos é sempre positivo. Ja para a matriz negativa definida, temos:
a1 < 0; ay-as > 0; a;-as-az < 0,...: o produto é negativo quando multiplicamos um ntimero
impar de nimeros negativos, mas é positivo quando multiplicamos um nimero par de termos
(o produto de dois niimeros negativos é positivo). O teorema anterior generaliza essa relagao
para matrizes nao-diagonais.

Para uma matriz diagonal, os elementos da diagonal principal sao exatamente seus
autovalores. Logo, uma matriz diagonal é positiva definida se e sé se todos os autovalores
sao estritamente positivos, e positiva semi-definida caso sejam maiores ou iguais a zero.
Analogamente, serd negativa definida se e sé se todos os autovalores forem estritamente
negativos.

E possivel provar que esse resultado vale para quaisquer matrizes, e nao apenas para as
diagonais: podemos avaliar a definicao de uma forma quadratica a partir dos autovalores da
matriz que a representa.

Equacoes e Sistemas de Diferenca
Equacoes de Diferencga

Um exemplo de equacao de diferenca é:

Yn+1 = G Yn

Em que a é uma constante qualquer. O valor de y em um periodo é igual ao seu valor
no periodo anterior multiplicado por essa constante.

Essa equacao descreve, por exemplo, o retorno de um investimento sem risco. Ao investir
uma quantia y, no perfodo n, obtemos um valor de juros de p-y,. Temos entao no préximo
periodo:

Yni1 = Yn+ 0 Yn = (14 p)yn (1)

Fazendo 1 4 p = a, obtemos a equagao anterior.
Para resolver essa equacgao, precisamos conhecer o valor inicial yy. Entao:

Y1 = ayo
y2 = ayr = a(ayo) = a’yo (2)
ys = ays = a(a’yo) = a’yo
E assim em diante. A solugao geral é y, = a™yo. Se |a| < 1, entdo o sistema é estdvel:
converge para zero quando n aumenta.

Sistema de Diferencas: Duas Equacgoes
Considere agora o sistema formado pelas duas equagoes abaixo:

Tpi1 =@ Ty +b-1y,

Ynt1 =C- Ty +d - Yy



Esse sistema pode ser representado em forma matricial. Defina:

i

Yn
a b
A .
Podemos entao escrever:
Para verificar que essa representacao esta de acordo com o sistema original, basta fazer
a multiplicagao:
Tpt1| _ (@ b Tn| _ |GTn + byn (7)
Ynsr| | dl yn|  |cxn+ dy,

Se b = ¢ =0, as equacoes nao sao relacionadas,e temos apenas:

Tpy1 = ATp
" )
Yn+1 = AYn
As solugoes ja foram estabelecidas nesse caso: x,, = a™xg e y, = a"yy. Esse € o caso geral
para matrizes diagonais.
Para resolver o caso geral, em que as equagoes podem ser relacionadas (ou seja, b # 0 ou
Zo

¢ # 0), precisamos considerar um vetor inicial zy = {y .
0

Temos entao:
21 = AZO
29 = AZl = A220
(9)
zn = A2

Precisamos entao computar A”. Se A = D é uma matriz diagonal, essa conta é facil:

At 0 1 0 . 7”12 0
D D o |:0 T2:| |:O 7’2:| - |: O 7”22:| <10)
Podemos estender esse raciocinio:
n o __ rln 0

Precisamos entao de uma matriz nao-singular P tal que P~! AP seja uma matriz diagonal,
que denotaremos por D. Nesse caso, A = PDP~!, e portanto:

A% = (PDP~Y)(PDP') = (PD)(P~'P)(DP)

= (PD)](DP_I) = (PD)(DP—1> — P(D2)P—1 (12)

8



De forma geral:

A" = P(D")P* (13)
Ou seja:
n rln 0 -1
wopfy ) »
A solucao do sistema é portanto:
o r" 0 -1
= P[] P (15)
"

Para obter P e D, escreva P = [v; v3], em que vy e vy representam as colunas de P.
P~1AP = D pode ser reescrito como AP = PD. Ou seja:

Aoy v5] = [01 03] [78 SJ (16)
Ou ainda:
[Avl AUQ:| = [rlvl 7“21}2] (17)

Logo, Avy = riv; e Avy = rove. Mas isso significa que r; e 15 sd@o autovalores de A, e vy
e vy sao os autovetores associados.
Para construir a solugao explicitamente:

zn = A2
2, = PD"P™ 'z,
Pz, =P 'PD"P (18)

P tz, =ID"P 'z
Pz, =D"P 1z

Defina agora 7, = P!z, = P! x"}. Logo, Z, = D,Z,. Como D™ é diagonal,
n
conseguimos encontrar a solucao. Para tanto, defina X,, como a primeira linha de Z,, e Y,

como a segunda linha:

X, =cry
B (19)
n — C2T2

Em que ¢ e ¢y sao as condicoes iniciais das variaveis artificiais X, e Y,,, respectivamente
(sen =0, X,, = ¢, pois ¥ = 1).
Para recuperar z,, fazemos:

2 = {x”} —p ﬁ(/”} = [v1 ] {Clr}m} = 1T V1 + Ty Uy (20)

Yn CaT'y



Ou seja, temos uma combinagao linear dos autovetores de A em que os coeficientes
dependem das condicoes iniciais e dos autovalores correspondentes.

Observe entao que o sistema é estavel se ambos os autovalores sao menores do que um
em modulo: nesse caso, 1} se aproxima de zero quando n aumenta.

Considere o seguinte exemplo:

Tt = Ot A (21)
Yn+1 = 05CC'n

Temos entao a seguinte matriz de coeficientes:

1 4
A=
[0.5 01
Os autovalores dessa matriz sao 2 e —1. Os autovetores correspondentes sao (1, l) e

(1, 5)-

A solucao é portanto:

E"} —¢ 2" m +op x (—1)" [H (22)

n 4 2
Em que ¢; e ¢y dependem das condigoes iniciais, como veremos abaixo.
Ou seja:

Tp=c1-2"4+co- (—1)"
C1 - 2" Co (_1)71 (23)

In =TT T T

Para determinar as contantes ¢; e ¢, precisamos do vetor inicial (zg,yo). Fazendo n =0
nas equagcoes acima, obtemos:

Tog=C + Co

& (24)
Yo = 1 5
Resolvendo esse sistema, obtemos:
x
6 3 (25)
T 2
76 3
A solucao fica entao inteiramente caracterizada. Se, por exemplo, zg = 2 e yy = —%,

encontramos ¢; = ¢y = 1, e portanto a solugao do sistema é:

T, =2" 4+ (=1)"
2 =y (26)
T T

Observe que o sistema nao é estavel porque os autovalores nao sao inferiores a 1 em
modulo.

10



Processos de Markov

Considere uma variavel S que pode assumir k valores: Si, Sy, ..., Sk. Cada um desses valores
é chamado estado. Por exemplo, um individuo no mercado de trabalho pode ser classificado
como empregado ou desempregado.

Definicao: um Processo Fstocdstico é uma regra que determina a probabilidade de que
uma variavel esteja no estado ¢ no periodo n + 1, dadas as probabilidades de que estivesse
em cada um dos k estados possiveis nos periodos anteriores (1,2, ...,n).

Definicao: um Processo de Markov é um processo estocastico em que a probabilidade
de cada estado no periodo n 4+ 1 depende apenas do estado em n: sé o passado imediato
importa.

Os objetos centrais para descrever um processo de Markov sao:

1- As probabilidades z;(n) de que o estado ¢ ocorra no periodo n (interpretado como a
fragao da populagao total nesse estado, nesse periodo);

2- Probabilidades de transicao: m;; = Prob[S;(n + 1) dado S;(n)].

Podemos fazer uma representagao matricial das probabilidades de transicao:

mir ... Mg
M =

mer ... Mgk

Essa & chamada matriz de transicao, ou estocdastica, ou ainda matriz de Markov. Observe
que pela definicao de m;;j, o primeiro subscrito indica o estado no prézimo periodo, e o
segundo subscrito indica o estado no periodo atual. Logo, a soma de cada coluna deve ser
igual a um: ha 100% de chance de estar em algum estado, em cada periodo.

As probabilidades m;; sao fixas, independentes do periodo n. Sao ditas estacionarias.

Se N ¢é a populacao total e 27(n) é a fragao dessa populacao no estado j no periodo n (por
exemplo, taxa de desemprego), o nimero de pessoas nesse estado, nesse perfodo, ¢ z7(n) - N
(ntimero de desempregados).

Por construgao, m;; - 2/(n) - N individuos estarao no estado i, no perfodo n + 1. Logo, o
nimero total de individuos no estado i, em n + 1, sera:

k
Zmij ~a'(n) - N
=1

Por exemplo: o ndmero total de desempregados no periodo n + 1 é a soma de (i)
desempregados em n que continuaram desempregados; (ii) empregados em n que perderam
0 emprego.

Novamente, podemos usar uma notagao matricial.

r'(n+1) my ... mag| |zt (n)

28 (n +1) mer ... x| |2%(n)

Ou seja: x(n+ 1) = M - z(n). Trata-se de um sistema de diferengas.

11



Exemplos: economia do trabalho: hé apenas dois estados, empregado (com fracao z*(n))
ou desempregado (com fracao z2(n)).

) =100 o) e

Interpretacao: ha 90% de chance de um empregado continuar empregado, e 10% de chance
de perder o emprego; ha 60% de chance de um desempregado continuar desempregado, e
40% de chance de conseguir emprego.

Observe que r; = 1 é autovalor de M (o que é sempre verdade para matrizes de Markov).
Subtraindo de cada termo da diagonal principal de M, obtemos:

Mo1.]— [—0.1 0.4}

0.1 —-04
Essa matriz é singular (o determinante é igual a zero). Use agora a propriedade de que
o traco € igual a soma dos termos da diagonal principal de M:
11+ Qoo =711 + T2
0.94+06=1+1r

Logo, ro = 0.5.
Podemos agora obter os autovalores. Para r; = 1:

—-0.1 04| |z [0
{0.1 —0.4} {y} - _0} —01-2=04-y= =4y

Logo, o autovalor é (4,1). Analogamente, obtemos para r, = 0.5:
0.4 04] [z] [0 L
0.1 0.1] |y] ~ |0 —Y

Logo, o autovetor associado a 1 = 0.5 é (1, —1).

Podemos entao escrever a solucao geral do sistema de diferencas:

' (n) 4 1 n
{952(“) =a | 1"+ 1l (0.5)
Como [0.5] < 1, concluimos que quando n — 00, 0 sistema converge para:
zt(n) 4 4ey
{IQ(n) A T e

Como estamos trabalhando com um vetor de probabilidades, que devem somar um,
podemos fazer 4¢; + ¢; = 1 = ¢; = 0.2. Concluimos entao que o sistema converge para:

(0.8 0.2)

Ou seja, o desemprego de longo prazo é 20%.

12



O exemplo anterior usa um matriz de transicao positiva: todos os elementos sao estritamente
positivos. De forma mais geral, dizemos que uma matriz M de Markov é reqular se existe
um numero inteiro r tal que M" é positiva. Podemos provar para matrizes regulares:

a- r1 = 1 é autovalor de M;

b- os demais autovalores sao menores que um em modeulo;

c- todas as entradas do autovetor w; associado ao autovalor r; = 1 sdo estritamente
positivas;

d- se vy é o vetor w; dividido pela soma das suas coordenadas, concluimos que z(n) — v,
quando n — oo.

Se existe m;; = 1, entao S; é dito estado absorvente: uma vez atingido, o sistema nao
muda mais.

Matrizes Simétricas

Grande parte das matrizes em otimizagao e econometria (principais aplicagoes de Algebra
Linear em economia) sao simétricas: Hessiana, matriz de variancia-covariancia, matriz de
informacao, entre outras. Temos o seguinte resultado:

Teorema: Se A é simétrica de ordem k, entao:

a- Todos os autovalores sao reais;

b- Autovetores associados a diferentes autovalores sao ortogonais;

c- Existe uma matriz P nao-singular, cujas colunas wy, ..., w, sao os autovetores de A,
tal que: (i) wy, ..., s, sao ortogonais; (ii) P—1 = P7; (iii) P7'AP = PTAP é uma matriz
diagonal cujos elementos (na diagonal principal) sdo os autovalores de A. (Esse resultado
vale mesmo que A tenha autovalores repetidos.)

Dizemos que P é uma matriz ortonormal: P~ = PT.

Espaco Vetorial (SB 27)

O espago euclidiano R™ é um espacgo vetorial porque admite duas operacoes naturais: soma
e multiplicacao por escalar, que respeitam uma série de propriedades, descritas abaixo.

Seja V um espaco vetorial qualquer. Sejam u, v, w elementos desse espaco: u,v,w € V.

Sejam 7 e s escalares: r, s, € R. As seguintes propriedades devem valer para que V seja um
E.V:

(1)u+v € V: V é fechado para adigao vetorial.

(i)u+v=v+u

(i) u+ (v+w) = (utv)+w

(1v) Existe um elemento nulo0 / v +0=v

(v) Para todo v, existe um elemento —v € V/v + (—v) =0

(vi) Para todo escalar r,r-v € V: V é fechado para multiplica¢do por escalar.
(vit)r - (u+v) =ru+rw

(vidi) (r+s)-u=r-u+s-u

(

(

ix)r-(s-u)=(r-s)-u

Exemplos de espagos vetoriais (além de R™):
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- Conjunto das sequéncias infinitas de numeros reais, com as operagoes de soma e
multiplica¢do por escalar iguais as definidas para vetores com um numero qualquer (finito)
de elementos;

- Conjunto M(m,n) de todas as matrizes com m linhas e n colunas, com as operagoes ja
definidas de soma e de multiplicacao por escalar;

Um sub-espaco vetorial é um subconjunto V) C V' que também possui as mesmas propriedades
acima.

Na pratica: considere um conjunto Vo C V', em que V é espago vetorial. Se Vj for fechado
para adicao e para multiplicagao por escalar, e contiver a origem, entao é um subespaco
vetorial de V.

Ou seja: se Vo C V for tal que todas as combinacoes lineares r - v + s - u € Vy para
quaisquer v, u € Vp, entao V; é subespaco vetorial de V.

Exemplos:
i- Seja w € V. O conjunto de todos os multiplos de w - ou seja, a reta que passa pela
origem e contém w - é subespago vetorial: L(w) = {a-w,a € R}.

ii- (Caso particular do item i.) Considere o vetor w = (1,1,1) € R3 O conjunto
Vo=L(w)={r (1,1,1), r e R} = {(r,r,7), r € R} é subespago vetorial de R3.

ili- (Generalizagao do item i.) Sejam wy,...,wy vetores em R". Vy = L(wy,...,wg) =
{rywy,...,rpwg = r1,...,7 € R}: o conjunto de combinagoes lineares de wy,...,wy é

subespaco vetorial.

iv- ‘/0 = {(131,372,0>, T1,To € R}, V =R3

v- Vo = {(21,29,1) : 11,29 € R} nao é subespago, pois ndo passa pela origem: nao inclui
o ponto (0,0,0), j& que a terceira coordenada é sempre igual a 1.

vi-Vp = {0} é subespago vetorial de V.

vii- Vo = V' é subespaco vetorial de V.

Os dois ultimos exemplos sao os chamados subespacos triviais de V': o conjunto formado
apenas pela origem, e o espago inteiro.

Se m vetores uq,...,u, formam base do subespaco vetorial V[, entao qualquer sub-
conjunto com mais de m vetores é linearmente dependente (LD). Qualquer base de V; tem
o0 mesmo numero m de vetores, e esse numero é a dimensao do sub-espaco V.

Espacgo-linha de uma matriz

Considere uma matriz A, ;). Cada uma das n linhas de A pode ser vista como um
vetor em R™.

Considere o espago gerado por esses vetores (ou seja, pelas n as linhas de A): Row(A) =
L(ay,...,a,)

ai,...,a,sao aslinhas de A. L(ay,...,a,) é o conjunto de C.L’s dessas linhas. Operagoes
elementares com linhas mudam as linhas aq,...,a,, mas nao mudam o espaco gerado por
elas!

Se ai,...,a, sao linhas da matriz A gerada a partir de operagoes elementares sobre A,
entdo: L(ay,...,a,) = L(ay,...,a,). Em particular, isso vale para a forma escalonada de

A.
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Se os espacos gerados sao os mesmos, entdao a dimensao deles é sempre a mesma. A
dimensao nao depende das operagoes elementares efetivadas sobre as linhas de A.

O posto de A é a dimensao do espaco gerado pelas linhas de A, e portanto é invariante
a operagoes elementares com linhas.

Espago Coluna

Amamy: m vetores em R": ay, ..., ap.
Espago coluna de A: L(ay,...,an)

Definicao: uma coluna é dita bdsica se a coluna correspondente na matriz escalonada
tiver um pivo.
Resultado: as colunas basicas de A forma um subespaco para o espacgo coluna de A.

Entao:

Dim(E.L) = #linhas # 0 na forma escalonada
=#pivos na forma escalonada
= Dim(E.C)
Entao: Dim(E.C') = Dim(E.L) = posto
Sabemos que Ax = b possui solugao se e somente se b € E.C(A):
ai; 0 Qim I ai a1m
Am1 - Amm T am1 Amm

De forma equivalente:
Tia1+ -+ TpQy = b
O lado esquerdo dessa equacao é uma combinacao linear das colunas da matriz A.

Logo, Az = b possui solugao Vb € R™ se e somente se E.C'(A) = R"; i.e, a dimensao de
E.C(A) ém.
Espaco Nulo

O conjunto V' de todas as solucoes do S.I. Ax = b é um espago vetorial. E chamado
espago nulo de A: N(A).

Um espaco afim é um deslocamento paralelo de um E.V: ou seja, é o conjunto {x € R™ :
r=c+v,veV}

Espagos-afins sao solugoes para sistemas nao-homogéneos Az = b # 0.

Teorema Fundamental da Algebra Linear
Qual a relagao entre Dim(N(A)) e Posto(A) 7
Posto(A) + Dim(N(A)) = #colunas de A

( )1 ) < 2 ) - ( Zl ) + Posto(A) = 2 = #linhas — Dim(N(A)) = 0: 3! solugao.
2

X2

X2

( ; ; ) ( o ) = < Zl ) : Posto(A) = 1, #linhas = 2 — Dim(N(A)) =1 : reta.
2
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111 ) by
2 2 2 zg | = | by | : Posto(A) = 1,#linhas = 3 — Dim(N(A)) = 2 :
333 3 b3

plano.

Transformacgoes Lineares

Sejam V e W espacos vetoriais. A funcao T : V — W é uma transformacao linear se, para
quaisquer vy, vy € V', e para qualquer escalar ¢ € R, temos:

1- T(U1 + UQ) = T(’Ul) + T(Ug)

2-T(c-vy) =c-T(v)

De forma equivalente, podemos dizer que para quaisquer vi,v2 € V e ¢1,c9 € R,

T(clvl + CQUQ) = ClT<U1) + CQT(UQ)
Ou seja, a transformacao linear de uma combinacao linear é a combinacao linear das
transformacoes dos vetores individuais.
Observe que essa definicao implica que uma transformagao linear sempre passa pela
origem:

T(0) =0

A demonstragao é simples:

T(0) = T(0+0) = T(0) + T(0). Subtraindo T'(0) de ambos os lados, obtemos T'(0) —
T(0) =T(0)+T(0) —T(0), ou 0 =T(0), o que prova o resultado.

Portanto, a fungao y = ax + b ndo é uma transformacao linear se b # 0, pois nao passa
no ponto (0,0).
Exemplos
1- Seja T': R — R definida por 7'(z) = a - x para algum nimero real a. Podemos verificar

que essa funcao define uma transformacao linear:

T(x1+2+2) =a(r) + 22) = axy + axg = T(x1) + t(x2)

T(cx)=a-(cx)=c-(ax)=c - T(x)

Logo, as duas condigoes sao atendidas.
2- T : R? — R definida por:

T ( xl} ) =121 + Qaxy = [G1 GQ] [ml

X2 X2

3- T : R? — R? definida por:
T 1] _ |01+ a12®2| _ G111 a2 ER
T2 (2171 + Q22T Gz1 Q22| |T2
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4- T : R? — R3 definida por:

. 1171 + A12T2 ail a2 .
1 1
T ({ ] ) = | Q2171 + Q222 | = |Q21 Q22 { }
X2 X2
a31T1 + azeTs asy  azo

5- T : R" — R™ definida por:

I a1y + ... + A1nTy ai QA1n I
T = : =
Tn 11 + oo + QT A1 - Qo Tn
_
~
Aan
Ou seja:
T T
T]:]]=A4-
Tn Tn

Toda transformacao linear (finita) pode ser representada dessa forma.

Complemento e Projecao Ortogonal

Complemento Ortogonal

Considere um subespaco V C E. Considere £ = R". Defina o complemento ortogonal de V:

Vi={reR":<zv>=0YveV}

Qualquer elemento de V+ é perpedicular a qualquer elemento de V. Como exemplo,
podemos tomar £ = R? V como o conjunto de multiplos de (1,0) (eixo horizontal), e
portanto ¥+ como o conjunto de miltiplos de (0, 1) (eixo vertical).

E possivel provar os seguintes resultados.

Resultado 1. V- também é subespaco vetorial de E.

Prova. Vamos provar inicialmente que V=+ € fechado para soma. Sejam a,b € V*. Precisamos
mostrar que a +b € V-, ou seja, precisamos provar que a + b é perpendicular a qualquer
elementov € V. Mas isso equivale a provar que o produto interno < a-+b,v > € iqual a zero
para todo v € V*. Pelas propriedades do produto interno, < a+b,v >=< a,v > + < b,v >.
Como a € V*, a € perpendicular a qualquer elemento v € V=*, e portanto < a,v >= 0.
Analogamente, < b,c >= 0, e portanto < a +b,v >= 0, e que conclui a prova de que V=* €
fechado para soma.

Para provar que V* € fechado para multiplicacdo por escalar, precisamos mostrar que
para todo a € V* e para todo cinR, ov-a € V. Ou seja, temos de provar que < aa,v >= 0
para todo v € V. Usamos entao novamente as propreidades do produto interno: < aa,v >=
a < a,v >= 0, em que a ultima igualdade decorre do fato de que a € V*, e portanto
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a < a,v >= 0. Por dltimo, podemos fazer « = 0, e portanto aa = 0: a origem também
pertece ao conjunto V*. Isso conclui a demonstracdao: V+ € fechado para soma de vetores e
para multiplicacao por escalar, e contém a origem.

Resultado 2. O nicleo de uma matriz A (ou seja, seu espago-nulo) é igual ao conjunto
ortogonal ao espago-linha dessa matriz: N(A) = (E.L.(A))*.

Analogamente, podemos escrever o segundo resultado como N(A) = (E.C.(AT))*, pois
espaco-linha de A é por definicdo o espaco-coluna de AT, a transposta de A. Podemos ainda
escrever:

N(AT) = (E.L.(AT))*

Dimensao do Complemento Ortogonal

Podemos entdo determinar a dimensao de V+, o complemento ortogonal de V.

Resultado 3. Seja V' subespago vetorial de E, com dim(V) =k e dim(E) =n > k. Entao
dim* =n — k.

Prova. Seja {vy, ..., vx} uma base para' V', que tem portanto dimensao dim(V') = k (lembrando:
dimensao € o numero de vetores em uma base).
Construa uma matriz em que cada coluna € um vetor dessa base de V :

An,k = |V ... Vg
Logo, V- = Span(vy, ...,vx) = E.C.(A). Lembrando: V € por defini¢io o espago gerado
(span) dos vetores de uma base de V. Pela disposi¢ao desses vetores na matriz acima, isso
¢ por definicdo o espaco-coluna de A.
Podemos entio concluir que N(A+) = (E.C.(A))* = VL. Logo, a dimensao de V* ¢é
igual & de N(AT). Escreva agora a transposta de A:

——
T _
Ak,n -

———

O teorema fundamentl da dlgebra linear diz que:

Posto(AT) + dim(Nucleo(A")) = # colunas (A)

Mas o nimero de colunas de AT é n. Além disso, o posto de AT € igual a dimensao
do espaco-linha de AT, e o espago-linha de AT é o espago-coluna de A. Logo, posto(AT) =
dim(E.C.(A)).

dim(E.C.(A)) + dim(Nucleo(AT)) = n
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Mas o espago-coluna de A € por definicio o subespago V' (o0s vetores da base de V' foram
dispostos como colunas da matriz A). E, como visto acima, dim(V+) = dim(N(AT)).
Reescrevemos entao a equag¢ao acima como:

dim(V) 4+ dim(V+) = n

Ou ainda:

dim(V*Y) =n — dim(V)

E possivel provar que qualquer vetor em R"™ pode ser representado, de forma tunica, como
a soma de um vetor v € V com um vetor w € V1. Por exemplo, qualquer vetor (x,y) em
R? pode ser escrito como a soma do vetor (x,0) no eixo horizontal com o vetor (0,y) no eixo
vertical (ou seja, o complemento ortogonal do eixo horizontal).

Decomposicao de um vetor em R" como uma soma de elementos
emV eem V*

Seja © € R". Queremos escrever ¥ = v+w, com v € V e w € V*. Vamos provar inicialmente
dois resultados.

Resultado 4. V NV+ = {0}.

Prova. Seja © = (z1,..,71) € V.NVL. Como x pertence a um subespaco e ao seu
complemento ortogonal, deve ser perpendicular a si mesmo. Logo, < z,x >= z3+...+x7 = 0.
Seque entao que x1 = ... = xp = 0.

Se {v1,...,vr} é base de V' € subsetR", a dimensdo de V ¢é igual a k (a dimensao é o
nimero de vetores em uma base). Segue entao pelo Resultado 3 que a dimensao de V* é
igual a n — k, ou seja, V+ tem n — k vetores em uma base. Seja entdo {vi;i,..., V,,} uma
base de V*. Temos o seguinte resultado:

Resultado 5. Seja {vy,...,vx} uma base de V e {vji1,...,V,} uma base de V*. FEntio
{1, ooy Uk, Vy1y ooy Vi b € uma base de R™.

Prova. Precisamos provar que o conjunto {vy, ..., U, Vg1, .., Vu} atende a duas condigies:
¢ linearmente independente (LI), e gera R™.

Vamos provar inicialment que esse conjunto de vetores € LI. Isso significa que precisamos
provar que se civ1 + ... + ¢,v, = 0, entao ¢ = ... = ¢, = 0. Para tanto, observe que:

11 + ... + Uk + Coy1Vp41 + oo F U, =0
= U1 + oo + G = —(Chr1Vks1 + -+ CrUR)

O lado esquerdo dessa equacao € uma combinacao linear de vetores em V', e portanto
pertence a' V' (um subespaco € fechado para combinagoes lineares de seus elementos). Analogamente,
o lado direito é uma combinacdo linear de vetores em V=*, e portanto pertence a V*. Logo,

0 vetor civy + ...+ ¢y = —(Chp1Vps1 + ... + ) pertence a intersecao VNV L. Pelo resultado
4, seque que esse vetor € igual a origem. Entao:
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vy +...+c =0

—(Cry1Vks1 + oo + Cpvp) =0

Como {vy,...,ux} € base de V, seque que ¢; = ... = ¢ = 0. Analogamente, como
{Vks1, .., Un} € base de V&, seque que ¢y = ... = ¢, = 0. Em suma, concluimos que
¢ =...=¢, =0, e concluimos que {vq,...,v,} € LI

Como n vetores LI em R™ geram R", concluimos que {v1,...,v,} € base para R™.

Concluimos entao que para todo a € R, existe (cq, ..., ¢,) tal que:

a=CV; + ... + CpU; + Ck1Vk41 + ... + CrUy,
v w

tal que v € V e w € V. Ou seja, todo elemento de R" pode ser decomposto como
a soma de um elemento em um subespago V' qualquer com um elemento no complemento
ortogonal V.

Usaremos a seguinte definicao: um conjunto X é a soma direta dos conjuntos Y e W se:
(i) todo elemento em X por ser representado como a soma de um elemento em Y com um
elemento em W3 e (ii) a intersegao de Y e W ¢é vazia.

Temos entao o seguinte corolario:

Resultado 6. R" € igual a soma direta de um subespago V' com seu complemento ortogonal

VLR =V eVt

Prova. Pelo resultado 5, qualquer elemento de R™ pode ser escrito como a soma de um
elemento em V com um elemento em V+. Pelo resultado 4, a intersecdo dos conjuntos V e
VL € apenas a origem. Essas duas condicoes sdo exatamente a definicdo de soma direta.

Resultado 7. Essa representacao € unica.

Prova. Considere um vetor a € R™ tal que a = v1 + x1 = vy + Ty, como v; €V e x; € VL,
i = 1,2. Segue entio que vi — vy = 1 — x9. O lado esquerdo pertence a V' (é uma
combinacao linear de vetores de V'), e, analogamente, o lado direito pertence a V+. Logo,
v — vy =121 — 2y € VNVLE =10}, em que a iiltima iqualdade vem do resultado 4. Logo,
V1 — Uy =1 — X9 = 0, e portanto v1 = vy € T = Ts.

Podemos provar ainda os seguintes resultados:
Resultado 8. Seja V' um subespaco qualquer. (V)L =V.

Resultado 9. Seja N(A) o nicleo associado a uma matriz A.

(N(A)* = ((Col(AT))* = B.C.(AT = E.L.(A))

(N(AT))* = (B.C.(A)4)* = E.C.(4)
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Solucao para um sistema linear no espago-linha de uma matriz

Considere uma matriz A,,, = [a1a2...a,], em que a; a i-ésima coluna da matriz A, para
i =1,...,n. Suponha que b € E.C.(A). Como ja visto, existem escalares z1, ..., x, tal que
xr1a1 + ... + rpa, = b. (Um sistema linear tem solugao quando o vetor b de termos livres
pertence é combinacao linear das colunas da matriz de coeficientes A). Ou seja, existe
x = (x1,...,7,) € R" tal que:

T
lar...ap) | 1 | =0b
Ty

Esse vetor z € R"™ ¢ a solugao do sistema Az = b. Como ja visto, N(A) = {z € R" :
Az =0} e (N(A)*t = E.C.(AT) = E.L.(A). Temos entao o seguinte resultado.

Resultado 10. Para todo b no espaco coluna de A, existe um vetor ro no espaco-linha de
A que soluciona o sistema linear Az =b. (Ou seja, existe ro € E.C.(AT) tal que Arg =10.)

Prova. Uma solugcdo x do sistema linear Ax = b € um vetor em R"™, que pode ser decomposto
como a soma direta de um subespaco vetorial qualquer com seu complemento ortogonal.
Vamos escolher R® = N(A) @ N(A)t = N(A)® E.L.(A) = N(A) @ E.C.(AT).

Logo, qualquer vetor x € R™, e em particular a solu¢do do sistema linear Ax = b, pode
ser escrito como:

T =17y + Ng

Em que rg € E.L.(A) = E.C.(AT) e ny € N(A). Podemos entio escrever ro = x — ng.
Pré-multiplique ambos os lados para obter:

Arg = A(x — ng) = Ax — Any

Como ng estd no espago-nulo de A, seque que Any = 0, e portanto Arq = Ax = b, em que
a ultima igualdade vale porque estamos trabalhando com um vetor x que soluciona o sistema
Az =b. Em suma, Arq =, e portanto ro € E.C.(AT) soluciona o sistema linear Az = b.

E possivel provar ainda que essa solucao 7y € inica no espaco-linha de A.
Resultado 11. ry € unico.

Prova. Suponha que existam ro,m1 € E.C.(AT) tal que Arq = Ary = b. Entdo ry —
ro € E.C.(AT), pois o espago-coluna é um subespago vetorial e portanto é fechado para
combinagoes lineares; e além disso A(ry —ro) = b—b =0, e portanto (r; — o) € N(A) =
(E.C.(AT)*. Logo, 1 —r¢ € E.C.(ATYN(E.C.(AT))*. Pelo resultado 4, seque que ri—ro =0,
e portanto r1 = 71yg.

Dessa forma, qualquer solu¢ao = do sistema linear Ax = b pode ser escrita como uma
soma 1o+ ng, em que o é fixo e ng varia. E um resultado ja visto: as solugoes de um sistema
linear nao-homogéneo podem ser escritas como a soma de uma solugao particular ry como
uma solucao ngy do sistema linear homogéneo associado.

A solucao rg do sistema linear Az = b tem uma propriedade relevante: ela é a mais
proxima da origem dentre todos os vetores x que solucionam Az = b.
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Resultado 12. Sejam = e 7y duas solugdes do sistema linear Axr = b, e ro € E.C.(AT).
Entao ||z|| > ||roll-

Prova. Como visto, todo x que soluciona Ax = b pode ser escrito como rg + ng. Entdo:

|2||? =< z,0 >=< 19+ no, 70 + Np >=< 70,70 > +2 < 10,19 >+ < Ng, Ny >
——
0
= [lrgll + I3l

Usamos < rg,ng >= 0 pois 1o e ny sao ortogonais. Para concluir, observamos que ||r3||
¢ ndo negativo, e portanto ||z||*> > ||ro||?. Logo, ||z|| > ||rol|.

Projecao em Subespacgos

Como visto, para todo vetor x € R", 3!(v,w) € V x V* tal que 2 = v + w. (Lembrando: o
simbolo 3! significa ”existe um tnico”).
Definimos entao a projegao ortogonal de z no subespago V' como:

Proj(z) =v
1%
Analogamente, definimos:
Proj(x) = w
V4

Podemos encontrar uma expressao para Proj(x) = v € V. Seja {by,...,bx} uma base

para V. Logo, para todo a € V, existe (y1, ..., yx) tal que:

a = y161 + ...+ ykzbkz

(Todo elemento do subespago pode ser escrito como combinagao linear de uma base desse
subespago.) Forme entdo uma matriz A, cujas colunas sao os vetores da base acima:

|
An,k: b1 bk

Resultado 13. Seja A uma matriz cujas colunas sao os vetores de uma base do subespaco
vetorial V. Seja Ay a projecao de x € R™ no subespago V. O vetor y é dado pela sequinte
ETPTeSSao:

y = (ATA) VAT,

Prova. Por defini¢io, V = E.C.(A). Podemos entao escrever a = Ay = byyy + ... + bpyx:
qualquer elemento a € V' pode ser escrito como Ay, ou seja, como combinacdo linear dos
vetores da base de A.
Mas vimos acima que Proj(x) € V. Logo, Proj(x) também pode ser escrito dessa forma:
1%

1%
para algum y € R™, € verdade que:
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Proj(z) = Ay
1%

Também vimos que podemos escrever x € R™ como uma soma: x = Proj(z)+w, em que
v

w € um vetor (unico) de V*. Entao:

x — Proj(z) =w
v

Como w € V*, seque que x — Proj(z) € VL. Sabemos também que V = E.C.(A), e
v
portanto V- = E.C.(A)* = N(AT), e portanto x — Proj(x) € V+ = N(AT). Entao:
v

AT (z — Pcoj(x)) =0

ATy — AT (Proj(x)) =0
1%

———
Ay

ATy — ATAy =0
ATz = (ATA)y

Como as colunas de A sao linearmente independentes, é possivel provar que (AT A) admite
wversa. Entao:

(ATA) VAT =y

Podemos entao escrever:

Proj(z) = Ay = A(ATA)V ATy
\%4

Essa é a expressao da projecdo de x € R"™ no subespago vetorial V.. Como A(AT A)=D AT

¢ apenas um produto de vdrias matrizes, essa expressao representa uma transformacao linear
- ou seja, a projecao ortogonal é uma transformacao linear.
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