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1 Jogos Estaticos de Informacgao Incompleta

Informacao completa ou incompleta diz respeito a conhecimento sobre payoffs. Sob informacao completa, todos os
jogadores conhecem os payoffs de todos os demais jogadores para todas as combinagOes possiveis de estratégias.
Com informagdo incompleta, ao menos um jogador ndo conhece o payoff de ao menos um outro jogador para ao
menos uma combinacdo possivel de estratégias.

Exemplo: Cournot com informacao incompleta

Considere a seguinte variagdo do duopolio de Cournot. A firma 1 tem uma funcdo custo ¢; (¢1) = c¢q1. J4 a firma 2
pode ter uma fungdo custo ¢z (g2) = ¢z, com probabilidade 6 € [0, 1], ou ¢z (¢2) = ¢;¢2, com probabilidade (1 — 8),
e ¢, > ¢p: ou seja, ela pode ter um custo de produgao alto (¢pga) ou baixo (¢;g2). A A firma 2 conhece o seu proprio
custo e conhece também o custo da firma 1. Ja a firma 1 conhece seu proprio custo mas nao conhece o custo da
firma 2: sabe apenas que pode ser custo alto com probabilidade fou baixo com probabilidade 1 — 6. Mantemos a
demanda linear P = a — Q, Q = ¢1 + g2, e 0s espacos de estratégias: ¢; € [0,00). A estrutura do jogo é common
knowledge.

A firma 2 pode condicionar sua produgio ao seu custo: g2 (¢n) € g2 (¢;) podem ser distintos. Caso a firma 2
tenha custo alto, ela resolvera o seguinte problema de maximizacao de lucro:

Maz (a — ¢ — 42) @2 — crg2
q220
Como visto no modelo basico de Cournot, isso gera a seguinte fun¢do de reagao:
a—qi —cn
2
Analogamente, a firma 2 resolve o seguinte problema quando tem custo baixo:

s (cn) =

Maz (a — g7 — q2) G2 — chq2
q22>0

E obtém a seguinte funcao de reacao:
a—qi —q
2

Note que a funcao de reagao é condicional ao custo - alto ou baixo. Ja a firma 1 nao sabe se a firma 2 joga
¢ (cp) ou g5 (¢;); sabe apenas as probabilidades 6 e 1 — 6. Logo, ela deve maximizar seyu payoff esperado:

¢ (a) =

];/{gge ((a—aq1—¢5 (cn))qn —cqi] + (1 —0) [(a — 1 — ¢5 (a1)) 1 — cq1]

Podemos rearranjar os termos da seguinte forma:

Mag 01(a— a1 — 3 (cn)) ] + (1= 0) (0 — s — 65 () 1] — e

Receita Esperada

Ou seja: a receita é estocastica (porque depende de g2), mas o custo c¢q; € deterministico. A condi¢do de primeira
ordem é:

Ola—20 — ¢ (cr)]+ (1 —=0)[a—20 — g5 ()] —ec=0

Rearranjando:



Ola—2q1 — g3 (cn)| + (1 =0)[a—2q1 —g5 ()] = _c_
Custo Marginal

Receita Marginal Esperada

Em teoria da firma, a solucdo (interior) do problema da firma é geralmente caracterizada pela condigao “receita
marginal igual a custo marginal” (em um mercado competitivo, a receita marginal é simplesmente o preco, e
obtemos o resultado tradicional “preco igual a custo marginal”). Esse resultado também é obtido em Cournot:
como hé incerteza, substituimos “receita marginal” pelo valor esperado da receita marginal. (Observe que se § = 0
ou € = 1, a incerteza desaparece, e obtemos novamente receita marginal igual a custo marginal, como no Cournot
basico). Essa condicdo de primeira ordem permite calcular a seguinte funcao de reagéo:

o _a—[0g (cn) + (1 —0)g5 (c)] — ¢
q1 = 2

Observe que [0¢3 (cn) + (1 —0) g3 (ar)] = E (¢3).
Temos entdo um sistema (linear) de trés equagdes e trés varidveis: qf,q3 (cn), g5 (c1). Resolvendo, obtemos:

-2 1-46
a ch+c+( )

g3 (cn) = 3 ¢ (en—a)
-2 0
0 () = S 2 (e — )
. a—2c+0cp,+(1-0)q
a4 = 3

Note que g5 (cp) e ¢5 (c;) tém estrutura semelhante. O primeiro termo ¢é exatamente o mesmo de Cournot com
custos diferentes: 229t Jg o segundo termo se deve & informagdo incompleta. Se ¢, = ¢, a informacgao é
completa, e recupera-se o resultado de Cournot com custos distintos. Se ¢, — ¢; é pequeno, o resultado é quase igual
ao de Cournot com custos distintos: (¢, — ¢;) é uma medida de ignorancia da firma 1 sobre o custo da firma 2, ou
seja, € uma medida de incompletude informacional. Ou seja, a firma 2 condiciona a producdo ao custo (alto ou
baixo) e também ao desconhecimento da firma 1 sobre seu custo. Se § = 1, a informacao incompleta é irrelevante,
¢; (1) se torna irrelevante e, novamente, g5 (cp) passa a ser o resultado de Cournot com custos distintos (¢ analogo
se # = 0). Ja a escolha da firma 1 é igual & que faria com custos distintos, bastando tomar o valor esperado: note

que Ocp, + (1 —0) ¢, = E (6).

Ezercicio. Considere um oligopoélio de Cournot com duas empresas. Sejam c; € co 0s custos marginais das
empresas 1 e 2, respectivamente (ndo ha custo fixo). Cada firma tem informacdo privada sobre seu custo e tem
uma distribuigdo de probabilidade sobre o custo da concorrente: para i = 1,2, ¢; € {10,20}, Prob(¢; = 10) = %,
Prob(c; = 20) = % A funcao demanda é p = 100—Q, em que ) = g1 +¢2. Encontre o equilibrio de Nash Bayesiano.

Exercicio. Considere a seguinte versao do duopélio de Cournot. A demanda ép =a—Q, Q = g1 +¢o- As firmas
tém a mesma fungao custo: ¢; (¢;) = cg;, e portanto o custo marginal (comum e conhecido) é ¢. A demanda, porém,
é incerta: pode ser alta (a = ap,) com probabilidade 0 e baixa (a = a; < ap) com probabilidade 1—6. Apenas a firma
1 conhece a demanda de mercado; a firma 2 conhece apenas a distribuicdo de probabilidade. Encontre o equilibrio
de Nash Bayesiano. (Suponha que os parametros sdo tais que todas as quantidades produzidas sdo estritamente
positivas.)

Exercicio. Considere a seguinte versdo do duopdlio de Bertrand com produtos diferenciados. A demanda pelo
bem da firma i é g; (p;,pj) = a — p; + b;p;. Os custos das firmas sdo iguais a zero. A sensibilidade da demanda da
firma 4 ao prego da firma j pode ser alta (b = by,), com probabilidade 6, ou baixa (b = b; < by,), com probabilidade
1 —6. Cada firma ¢ = 1,2 conhece b; mas nao b;, e as distribui¢des de probabilidade sao independentes. Encontre
o equilibrio de Nash Bayesiano.

Forma Normal de Jogos Estaticos Bayesianos

A forma normal de um jogo de informacdo completa deve especificar jogadores, estratégias e payoffs: G =
{S1,...,Sn; u1,...,un}. Com informacdo completa, o payoff depende ndo apenas das estratégias (s, ..., sy), mas
também do tipo ¢; do jogador i: w; (s1, ..., sn;t;). O tipo ¢; é informacao privada do jogador 4.

No exemplo anterior, t1 € {c} e t3 € {¢1,cn}-



De forma geral, cada jogador conhece seu proprio tipo e atribui probabilidades aos tipos possiveis dos demais
jogadores: p; (t_;/t;) é a probabilidade que o jogador i atribui a que os demais jogadores (denotados —i) tenham
tipos t_; quando seu proprio tipo é t;. Note que essa probabilidade é condicional porque, em alguns casos, o tipo
do jogador gera informagao sobre a distribuicao de probabilidade dos tipos dos demais jogadores. Por exemplo: se
a minha firma tem determinado custo de produgao, e a tecnologia da minha competidora é mais ou menos parecida
com a minha, posso inferir que o custo dela seja mais ou menos parecido com o meu, ainda que eu nao saiba
exatamente qual é.

No equilibrio de Nash Bayesiano, cada tipo de jogador deve escolher sua estratégia de forma 6tima: ou seja,
tratamos cada tipo como um jogador & parte. Ou seja: a estratégia 6tima é condicional ao tipo (é uma fungao do
tipo).

Aplicacao: Leiloes

Um leilao é um mecanismo de alocacao alternativo ao mercado competitivo, que é anénimo: os jogadores interagem
apenas através dos precos. Em mercados com menos transacoes e menos participantes, tipicamente cada parte tera
mais informagao sobre os demais jogadores, e poderd ser util fazer uso dessa informacgao. Esse é o caso dos leiloes,
que sdo aplicados para concessoes, privatizacdo, regulacdo, etc. Vamos supor que ha N participantes do leildo (néo
vamos modelar o jogador N + 1, que é o proprio leiloeiro - para tanto, precisamos estudar desenho de mecanismo,
que faremos na parte de teoria de contratos). Cada jogador (participante) 4 atribui um valor s; ao bem, tnico e
indivisivel, a ser leiloado. s; é informacao privada de cada jogador. Vamos supor que s; é uma variavel aleatoria com
densidade continua f sobre um suporte [s,3], com distribuicdo F. (Lembrando: F(z) = Prob(s; < z).) Supomos
ainda que os tipos sdao independentes e identicamente distribuidos.

No leilao de primeiro preco, o vencedor é aquele que anuncia o maior lance, e 0 pagamento é exatamente o lance
vencedor. No leilao de segundo preco, o vendedor é novamente aquele que anuncia o maior lance, mas nesse caso o
pgamento é o segundo maior lance dado. Vamos encontrar o equilibrio

Leilao de Primeiro Preco.

O payoff é:

Si—bi ,SebZZbJVJ#Z
u; =
! 0 , caso contrario

Ou seja, o jogador i tem payoff s; — b; em caso de vitéria, e zero caso contrario: podemos interpretar s; como o
preco de reserva, e s; — b; como beneficio liquido. O payoff esperado é portanto:

U?f (bi, i) = (si — b;) - Prob (jogador i ganha oleilao) + 0 - Prob (jogador i perde oleilao)

U? (bi, i) = (si — b;) - Prob(jogador i ganha oleilo)

Para encontrar o equilibrio, vamos supor que todos os jogadores usam uma mesma “funcao-lance”’; ou seja, todos
usam a mesma regra para determinar o lance a partir do tipo: b; (s;) = b(s;). (Por exemplo: todos usam a regra
“vou dar como lance %, metade do valor que atribuo ao bem”, o que naturalmente gera lances distintos quando
os tipos s; sdo distintos). Vamos supor ainda que essa fungao b () é diferenciavel e b’ > 0: ou seja, é estritamente
crescente. Logo, essa funcio admite uma inversa b~!, também crescente.

Precisamos inicialmente calcular a probabilidade de vitéria do jogador ¢ ao dar um lance b; qualquer.

Prob (jogador i ganha oleilao) =

Prob (jogador i da o maior lance) =

Prob(b; > b;, Vj #1) =

Prob (b; > b(s;), V] # 1) =(suponha que os demais jogadores estdao jogando a estratégia de equilibrio b (s;))

Prob (b_1 (b;) > b1 (b(s i), Vi # z) =(passe a inversa b~! dos dois lados da inequagdo, cuja diregao é preser-
vada porque b~! é crescente)

Prob (b‘1 (b;) > s], Vg £ ) (note que a inversa b~—! da prépria fungdo b é apenas seu argumento original)

Prob (s; <b=*(b;), Vj # i) =(apenas troque os termos de lado)

Prob (s; < b~ (b ) s2 <07 (b)), ey 8im1 <UTH(b;) 8501 SOTH(b), . sn < b7 (b)) = (outra forma de escr-
ever “para todo j # i)



Prob (51 < pi (bi))~Prob (82 <p! (bi))n..-Pmb (si,l <p! (bz)) , Prob (8¢+1 < p~i (bi))u.'Prob (sN < p~i (bl)) =
(use o fato de que as varidveis aleatorias s; sdo independentes: Prob(XY') = Prob(X)- Prob(Y') sob independéncia)

Fy (b7 (b)) - Fo (b7 (bi)) + oo s By (b7 (b3)) - Figr (071 (B3)) « oo - Fiv (b7 (b;)) = (Note que cada uma das
probabilidades acima é exatamente a distribuicao F')

F (b7 (b) - F (b7 (b)) F (71 (b)) - F (b7 (by)) ..o F (b7 (b;)) = (0s tipos sdo identicamente distribuidos)

Ft o)V

Logo, o payoff esperado do jogador i é (s; — b;) F (b™* (b,»))N_l. O jogador 4 resolve:

Maz (s; — b)) F (67 (b)) "
b;

Para encontrar a condicao de primeira ordem, devemos usar a regra do produto, a regra da cadeia e a derivada

da funcao inversa:

CPO:
1

I
Note entdo que b~! (b;) = s;. Buscamos entdo um equilibrio simétrico, pois b; (s;) = b (s;) Vi, em que o subscrito
1 nao é explicitado apenas por simplicidade:

(si—bi) - (n—1)-FN72 (67" (b)) - f (b7 (bs —FYL (6T (b)) = 0

(s =0) - (n=1)- FY2 () - £ (5) - gy = F7(s)

Podemos reescrever essa expressao como:

(=) (n=1) F¥2(s) - [ (5)- = ¥/ (5) F¥ "1 (s)
E portanto:

s-(n—1)-FN72(s)- f(s) =V (s) FN " (s) + b (n—1)- FY72(s) - f (s)
Essa é uma equacao diferencial linear de primeira ordem. Note que o lado direito da equacdo é simplesmente a

db(s)FN =1 (s)
ds

derivada . Logo, trocando os lados da equagao, obtemos:

db (s) FN=1(s)

ds =s5-(n=1)-F¥72(s)- f (s)

Podemos entéo escrever:

db(s) FN" (s)=s-(n—1) - FN72(s)- f(s)ds

Integramos entdo dos dois lados entre s e s (temos entao que substituir a variavel de integragdo por uma dummy
qualquer 35):

/db(g) FN-1(5) = /§~(n— 1) FN=2(3) . £ (5)d

O lado esquerdo se torna:

b(3) FN7H(3) 3= b (s) FN 71 (s) = b(s) FV 7' (s)
O ultimo termo do lado direito é igual a zero, pois F' (s) = 0: a distribui¢do é zero no limite inferior (veja acima
a defini¢do da distribuigao). Entao:
b(s) FN71(s) = /5 (n—1)-FN=2(3) - f(5)d3
[25-(n—=1)-FN=2(3)- f(5)ds
b(s) == -
FN=1(s)

E possivel provar que essa expressio é crescente em s: quanto maior a valora¢do, maior o lance, como suposto
(t/ > 0). Prova-se ainda que o lado direito é igual a E [3(2)/5 = 5(1)], o valor esperado da segunda maior valoragao



(5(?)) condicional ao jogador ter a valoracio mais alta (s = s(1)), e portanto ser o vencedor do leildo (se o jogador
supuser que ndo tem a valoracdo mais alta, ele nem participa do leildo). Ou seja, o lance vencedor é exatamente o
valor esperado da segunda maior valoracao: o jogador tenta vencer dando o menor lance possivel.

Podemos ainda integrar o numerador dessa ultima expressao por partes para obter uma relacao mais clara entre
o lance b (s) e a valoragao s.!

S S S

/§~(nf1)~FN’2(§)~f(§)d§:§~FN’1(§) \;f/FN Y3 ds=s-FN71(s) - §~FN*1(§)7/FN L(5)ds
—_————-

s 0 s

|

Temos entao:

S5 (n=1)-FN72(3)- f(3)ds  s-FN7'(s) —— [J FN"(3)d3
FV=1(s) FN (s)

Ou seja:

f;FN*1(§)d§
b(s)=s— FN——l(s)

O lance b(s) é igual & valoracdo s menos um termo estritamente positivo: como dito, o jogador tenta ganhar o
leilao com o menor lance possivel.

Leilao de Segundo Preco.

Nesse caso, é possivel provar que existe um equilibrio (ha outros) em que b; (s;) = s; para todo jogador i: dar como
lance a propria valoracao é uma estratégia fracamente dominante. Considere as alternativas:

i b> b, si: o payoff de b; = s; é igual a zero pois o jogador perde o leildo.

ii. b >b> s;: payoff negativo s; — b e ha incentivo a desviar para b; = s; e obter payoff zero.

i. b;,s; > b o jogador ganha o bem e tem payoff s; — b para b; = s; ou b; = s;: nao hé incentivo ao desvio a
partlr de b; = s;.

E possivel provar que os leildes de primeiro e segundo preco geram a mesma receita esperada para o leiloeiro. O
leildo de primeiro prego gera lances menores mas pagamentos maiores, dado o lance. O leildo de segundo preco faz
o contrario: lances mais altos mas pagamentos menores, dados os lances. Os dois efeitos se cancelam exatamente:
a receita esperada é a mesma.

Ezercicio. Encontre os lances 6timos nos leiloes de primeiro e segundo preco com distribuicao de tipos for
uniforme no intervalo [0,1]. O que ocorre se N = 2?7 E se N — co? Interprete.

Representacao de Jogos de Informacgao Incompleta como Jogos de Informagao Imper-
feita

Estamos supondo implicitamente que os jogos de informacao incompleta admitem a seguinte representacdo. Ha um
jogador adicional (“natureza”) que joga antes de todos, e sua jogada é escolher os tipos dos jogadores; cada jogador
observa seu préprio tipo, mas nao o dos demais. Depois os jogadores escolhem suas agoes simultaneamente, recebem
os payoffs, e o jogo termina. Por exemplo:

Mntegral por partes: f: f(3)g'(5)ds = f(5 f 1 (3)g(8)d3. Faca f(3) =3eg'(8) = (n—1)- FN=2(5) - f (3), notando entdo
que g(z) = FHN L.
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2 Jogos Dinamicos de Informacao Incompleta

Para esse tipo de jogo, é necessario desenvolver uma nocao de equilibrio que elimine ameacas nao-criveis, assim
como nos jogos dindmicos de informagao completa. O conceito de perfeicao em subjogos, porém, é insuficiente,
como ilustrado no exemplo abaixo.

L9 =

2 0 0 0
1 0 2 1

A forma normal desse jogo é a seguinte.

Jog.1/Jog.2 L' R

L 2,1 0,0
M 0,2 0,1
R L3 L3

Os equilibrios de Nash séo (L,L’) e (R, R’). Todavia, ha um problema com o equilibrio (R, R’): envolve uma
ameaga nao-crivel. Caso o jogador 2 possa jogar (ou seja, caso o jogador 1 escolha L ou M), entdo o jogador 2
necessariamente vai preferir jogar L' a R’. Se o jogador 1 tiver jogado L, o jogador 2 prefere jogar L’ e ficar com 1
a jogar R’ e ficar com zero. Se o jogador 1 tiver jogado M, o jogador 2 prefere novamente jogar L’ e ficar com 2 a
jogar R’ e ficar com 1. Em qualquer hipotese, o jogador 2 prefere L’ se for chamado a jogar, e portanto R’ é uma
ameaca nao-crivel.

A principio, podemos tentar resolver esse problema como a ideia de perfeicdo em subjogos - ou seja, devemos
buscar equilibrios de Nash do jogo que induzam um equilibrio de Nash em cada subjogo, o que impde racionalidade
sequencial e evita ameagas nao-criveis. Esse método, porém, nao é util nesse exemplo, pois o Gnico subjogo é o jogo
inteiro. Logo, todo equilibrio de Nash é perfeito em subjogos.

Precisamos entao impor alguns requisitos adicionais para evitar ameagas nao-criveis:

1- Cada jogador deve ter uma distribuigdo de probabilidade em cada conjunto de informagio (ou seja, deve
atribuir uma probabilidade para cada n6 no conjunto).

2- As estratégias devem ser sequencialmente 6timas dadas as probabilidades.



No exemplo acima, vamos supor que, quando o jogador 2 é chamado a jogar, ele atribui uma probabilidade p a
estar no no6 da esquerda (ou seja, probabilidade p de que o jogador 1 escolheu L) e uma probabilidade 1 — p a estar
no no da direita desse conjunto informacional. Podemos entao montar a utilidade esperada do jogador 2 para cada
estratégia (L' ou R’) em funcdo da probabilidade p:

Us(L'/p)=p-1+(1—-p)-2=2—p

Us(R'/p)=p-0+(1—-p)-1=1-p

Concluimos entdo que o jogador 2 prefere jogar L' a R’ para todo valor de p, pois Vp € [0,1], US (L' /p) >
U$ (R’ /p). Logo, o equilibrio (R, R') ndo atende aos requisitos 1 e 2 acima.

Resta ainda a questao sobre que distribui¢oes de probabilidade sao adequadas - no exemplo anterior, isso nao era
relevante porque o jogador 2 preferia a mesma estratégia independente da probabilidade. De forma geral, porém,
estratégias pouco atraentes para o jogador podem ser artificialmente sustentadas com distribui¢des de probabilidade
pouco razoaveis. Para evitar esse problema, definimos inicialmente um caminho de equilibrio em jogos dindmicos
de informagao imperfeita.

Defini¢ao. Caminho de equilibrio inclui todos os caminhos de equilibrio (unitarios ou ndo) atingidos com prob-
abilidade estritamente positiva, dadas as estratégias do equilibrio.

Ou seja, a probabilidade de atingir um n6 fora do caminho de equilibrio é igual a zero. Impomos entdo o terceiro
requerimento:

3- para todo conjunto de informagado no caminho de equilibrio, as probabilidades sao calculados de acordo com
a regra de Bayes.

No exemplo anterior, a distribuicdo p = 1, 1 — p = 0 atende a esse requisito. De forma geral, a distribuicao de
probabilidade é tao importante quanto a estratégia, e deve ser restrita por otimalidade.
As vezes, é necessério adicionar um quarto requisito.

4- Fora do caminho de equilibrio, a distribuicao de probabilidades é determinada pela regra de Bayes sempre
que possivel. (Ou seja, quando nido houver denominador igual a zero.)

Defini¢ao. Equilibrio Bayesiano Perfetito é um perfil de estratégias que atende aos quatro requisitos acima.

Exemplo:

(=]

O subjogo que comega no né de decisdo do jogador 2 possui apenas um equilibrio de Nash (L, R’). Logo,
Podemos calcular o equilibrio de Nash perfeito em subjogos: (D, L, R'). Fazendo p = 1, entdo esse também é um
equilibrio bayesiano perfeito: note que o requerimento 4 é atendido.

Considere agora o perfil de estratégias (A, L, L") e a probabilidade p = 0.Dada essa probabilidade, as estratégias
sao 6timas, e os requisitos 1, 2 e 3 sao atendidos. Porém, a probabilidade p = 0 ¢é inconsistente, e portando o requisito



4 é violado: se o proprio equilibrio prevé que o jogador 2 jogue L, entao o jogador 3 deve atribuir probabilidade um
de estar no n6 da esquerda - ou seja, deve fazer p = 1.

Ezercicio. Encontre os equilibrios bayesianos perfeitos dos jogos abaixo.
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