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Espacos vetoriais com produto interno

Produto Interno: Defini¢cdo

SejaV, +, - um espagco vetorial sobre os escalares reais. Uma fungéo (-,-) :V XV — R é
chamada produto interno se verifica as seguintes propriedades:

O Bilinear.
@ Simétrica: Vx,y €V, (x,y) = (y,X).

© Parax eV,
<X»X>ZO> e (<X)X>:O<:>XZO)-

Observacéo 1

O postulado 1.) refere-se a linearidade de (-,-) em cada uma das suas variaveis vetoriais
separadamente; ou seja, fixadow €V,

(wy o+ Bv) = o{w,u) + B(w,v), Vu,veV, apeR.

<0(U+ E’VaW> = O((U,W) + [-J’<V3W>) VU»V eV, « [5 eR.
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Espagos vetoriais com produto interno Produto Interno

Produto Interno (Cont. 1)

Exemplo 1 (Produto interno Euclideano em R")

<X)Y> =X1y1+:XnYn.

Observacéo 2

O postulado 2.) pode ser generalizado para atender espagos vetoriais complexos; ou seja,
quando o corpo escalar K que define o espago é C e ndo R.

Nesse caso, (x,y) =a+bi € C e a simetria é reformulada:

<Y)X> = <X)Y> =a—bi

ou seja, (y,X) coincide com o complexo conjugado de (x,y).
Em particular,

(w,au) =x(w,u) e (Aw,v) =2A(w,Vv), x, AeC.
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Espacos vetoriais com produto interno
Schmidt
abstrato com o Euclideano

Produto Interno (Cont. 2): Norma

Observagao 3

O postulado 3.) refere-se a ndo-negatividade do produto interno de um vetor com ele
proprio;assim, fica bem definida a funcéo

N(v) =+/(v,v), Y eV,

que é chamada norma induzida pelo produto interno.

Exemplo 2

No caso produto Euclideano em R? obtém-se a norma dois (ou Euclideana).

N(x) =/ {x,x) = 1/xZ +x3 = Ix]l2,

AfuncdoN:V —» R; N(v) = \/(v,v>, Yv € V, é uma norma; ou seja, verifica as seguintes
propriedades:

i) N(v) >0, WeVv e N(v)=0&v=0,.
i) N(aw) =|xN(v), WeV, axeR.
iv) N(u+v) <N(u)+N(v), Vu,veV.
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Espagos vetoriais com produto interno Produto Interno

Produto Interno (Cont. 3)

Exemplo 3

Em R?, a fungdo @ (x,y) = axiy: +bxay», a e b positivos, também é um produto interno
(diferente do Euclideano para a ou b diferente de um).Neste caso, a “bola"fechada de centro a

origem e raio um
B[(0,0),1] :={x € R?; \/ax2 +bx3 < 1},

é uma elipse, e seu interior, de semi-eixos y/1/a e y/1/b respectivamente. Consulte a Figura 1
(paraa=2eb =28)
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Espagos vetoriais com produto interno Produto Interno

com o Euclideano

Desigualdade de Cauchy-Schwartz

Teorema 1 (Desigualdade de Cauchy-Schwartz)

Seja V, @(+,-), um espaco vetorial munido de produto interno e N, a norma induzida, entéo

[@(uyv)] < N(u)N(v), u, vev.

Demonstracéo

Um bom desafio (exercicio).

Exemplo 4

No caso de de V =R?, @(u,v) = (u,v) = usvi +Upvp, u = (1,4) e v = (3,—2) tem-se

@ ¢(u,v)=1-3+4(—2)=3—-8=-5,

o N(u)=v12442 =17,

o N(v) = V3T (<27 = V8 Fa= V5,
® |@(u,v)| =5 < VI7V13=N(u)N(v).
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Espacos vetoriais com produto interno

o Euclideano

Vetores ortogonais e vetores unitarios

Definigdo 1

Num espago vetorial munido de produto interno, V,+, -, (-, -), diz-se que dois vetores s&o
ortogonais quando o produto interno entre eles for igual a zero.

Exemplo 5

No caso de de V =R?, @(u,v) = (u,v) = usvi +Upv, u = (2,3) e v = (3,—2) séo ortogonais
(perpendiculares). De fato, @(u,v) =2-3+3-(—2) =6—6=0.

Definigao 2

Num espaco vetorial munido de produto interno, V,+, -, (,-), diz-se que um vetor ¢ unitario
quando sua norma induzida for um.Desse modo, um vetor ndo nulo que néo for unitario pode
ser normalizado ao multiplicar pelo reciproco da sua norma:

TR
()=l

Exemplo 6

No caso de de V = R?, (u,v) = uzvy +Upva, U = (2,3) n&o é unitario, pois N (u) = 4/13. Por
outro lado, \/%(2,3) é unitario.
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Espagos vetoriais com produto interno Produto Interno
C o d chmidt
M o Euclideano

Vetores ortogonais e vetores unitarios (Cont.)

Em R?, v = (1,0) é unitario em relag&o ao p.i. Euclideano; porém, n&o é unitario em relag&o ao
p. ©(X,y) = 2x1y1 +8%zy> pois

Ng(1,0) =1/2(1)2+8(0)2 =v2 #1.

Nesse novo p.i., a normalizagéo de (1,0) é o vetor %(1,0) = (‘/TE,O).

Exemplo 8

(1,1) e (1,—1) s&o ortogonais em relagéo ao p.i. Euclideano: 1-1+1-(—1) =0.

De fato, sdo perpendiculares. Porém, ndo sdo ortogonais em relagdo a @ (x,y) = 2x1y1 + 8XaY»:
¢((1,1),(1,—1))=2-1-1+8-1-(—1) =—6 #0.

Na verdade, os vetores x = (X1, X7 ) ortogonais a (1,1) em relagéo ao p.i. Euclideano verificam a
equacdo linear x; +xp =0 (i.e., X3 = —X»);e, em relacdo a @, 2x; +8x2 =0 (i.e., X1 = —4X»).
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Espagos vetoriais com produto interno Produto Interno
hmidt
M o Euclideano

rmais

Defini¢éo 3
SejaV, +, - um espagco vetorial munido do produto interno (-, -). Um sistema de vetores
V1,V2,...,Vy € V é dito ortogonal se seus elementos séo dois a dois ortogonais, ou seja,

(vi,vj) =0, Vi #j.Se ainda todos os vetores s&o unitarios, o sistema ortogonal passa a ser
chamado ortonormal.

Nesse caso,

Observacéo 4

Num espago vetorial finitamente gerado sempre é possivel obter uma base ortonormal. Basta
fixar um base qualquer, efetuar o processo de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt e normalizar
os vetores resultantes (Vide [1, 8.4]).
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Espagos vetoriais com produto interno Produto Interno
Ortogonalizagdo de Gram-Schmidt
Identificac&o de p.i. abstrato com o Euclideano

Ortogonalizando dois vetores

Se v; e v, formam uma base do espago vetorial 7T = Vet{vy,v,} (plano) e v; 1 v, entéo,
pode-se projetar v, sobre a reta gerada por vi:

Vo,V1)
Py, (v2) = < ’ A
(v1,v1)
e, imediatamente, escolher o vetor diferenca w, = v, —Py, (v2), que é ortogonal a v, (Consulte

a Figura 2).

Figura: Ortogonalizagdo de v; e vs.
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Espagos vetoriais com produto interno Produto Interno
Ortogonalizagdo de Gram-Schmidt
Identificac&o de p.i. abstrato com o Euclideano

Ortogonalizando trés vetores

Analogamente, se V = Vet{vy,V,,Vv3} entdo pode-se aplicar o esquema anterior para gerar o

plano 7t = Vet{vy,w,} = Vet{vy,Vv,} e projetar v3 sobre dito plano:
V3,V V3, W2

F>71(v3):PVI(V3)+PW2(V3):u {yaywz)

{v1,v1) (wa,w2)

e escolher o vetor diferenga w3 = vz — P (Vv3) para compor a base ortogonal de V com
{v1, W5, w3} (Consulte a Figura 3)*.

Pu(vs) = Po(vs) + Pa(vs)

uLw

7= Vet{v, ws}

™ -
-
- -

Figura: Ortogonalizacédo de vq,Vz, Vs.

LFinalmente, normalize os vetores para chegar numa base ortonormal. De forma indutiva, pode-se aplicar o processo de
ortogonalizagéo para qualquer quantidade finita n € N de vetores L.i.
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Espacos vetoriais com produto interno Produto Interno
Ortogonal > de Gram-Schmidt
Identificacéo de p.i. abstrato com o Euclideano

@(v,w) = ([v]s,wls), & base ortonormal

Nao importa a origem do produto interno em V, fixada uma base ortonormal, ele se comporta
via identificagdo com R" como o produto interno Euclideano. Descrevemos esta propriedade na
proposicao a seguir.

Proposition 2

Seja (V, +, +) um espaco vetorial munido do produto interno @(-,-) € & ={uy,up,...,u,} uma
base ortonormal em V. Entéo, para cadav, w €V,

ov,w) = <XT»yT> =X1Y1 +X2Y2 + - +XnYn

X1 Y1
X2 Y2

emque [v]s =x = . elwlg=y= . sdo as coordenadas na base § de v e w
Xn Yn

respectivamente.
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Espagos vetoriais com produto interno Produto Int
Ortoc &0 de Gram-Schmic
Identificagd@o de p.i. abstrato com o Euclideano

Demonstracdo da Proposicéo 2

Conhecidas as coordenadas X1, Xz,... , Xn de v, na base &, temos v =XjuU; +---XpUp €, pela
linearidade de ¢@(-,w),

@(v,W) = @(Xgug + - XnUn,W) =X @ (Uz,W) + - +Xn @ (Un,w) = ij(p(uj,w).

Analogamente, sendo w =yju; +---+YaUs € @(uj, ) uma fungéo linear, tem-se
@(uj,w) = @(uj,y1us + -+ +yntn) =y1@(uju) + -+ yn@(uj,un) =Yj, J=1,...,0;
pois a base é ortonormal; ou seja, @(uj,u;) =0, Vi #j, e @(uj,u;) =1, Vj.Logo,

n n
ov,w) =3 xoluw) = 3 xy = Ty,
=1 T =1

Yi

Observacéo 5

A identificagéo de qualquer produto interno com o Euclideano, quando fixada base ortonormal,
faz com que a nomenclatura usual de um p.i. seja a do Euclideano: (-,-).

ALGEBRA LINEAR/GARCIGA O., R.



Transformagdes autoadjuntas
Operador

Definicdo de operador autoadjunto

Considere o contexto de um espaco vetorial real (ou complexo) V munido de um produto interno
(-,+) e de uma base ortonormal §, em relagao a esse produto interno.

Estudaremos, entéo, os operadores lineares T : V — V que possuem um comportamento
simétrico em relagdo ao produto interno, o que podera ser traduzido na simetria da matriz de
representacao.

Definigao 4

O operador linear T : V — V é dito autoadjunto quando

(T(v),w) =(v,T(w)), Yv,w € V.
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Caracterizagao
Transformagdes autoadjuntas &
Oy

> @ simétrica

)

T é autoadjunto se, e somente se, [

Lembre que se A é a matriz que representa a T na base 9, [T]g, entdo
Tv)s=Alvls =Ax e [T(w)ls =Alwls =Ay
~—~ ~—~
X y

em que x ey sdo as coordenadas de v e de w respectivamente. Entdo, pela Proposicéo 2,

(T(V),w) =([T(W)I5,y") = ((A)T,yT) =xT ATy

(v, T(w)) = xT, [T(W)IF) = (x", (Ay)") =xT Ay.

Logo, dizer que T é autoadjunto, equivale a dizer que

xTAy =xTATy,  ¥x,y eM(n,1) =R" & A=AT.

Resumindo,

Teorema 2

T é autoadjunto se, e somente se, [T]g é simétrica.
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Caracte!
Transformagdes autoadjuntas Teorema Espectral
Operador Adjunto

Teorema Espectral

O resultado a seguir, conhecido como Teorema Espectral, descreve as principais propriedades
dos operadores autoadjuntos em relacéo aos seus autovalores e autovetores.

Teorema 3 (Espectral)

Seja T autoadjunto. Entdo
@ As raizes caracteristicas sdo reais.
@ Autovetores associados a autovalores distintos sdo ortogonais.

© Existe base ortonormal de autovetores de T em V (em particular, T é diagonalizavel).
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Caracter
Transformagdes autoadjuntas Teorema Espectral
Operador Adjunto

Demonstracéo do Teorema Espectral: 1)

Suponha que V seja um espago vetorial sobre o corpo dos nimeros complexos e que
A =a+bi, a,b € R, seja um autovalor complexo;fixe entdo um autovetor unitariov € V,
associado a A, i.e., T(v) =Av e |jv|| = 1. Entéo,

at+bi=A = AVIZ =Av,v) = QAv,v) = (T(v),v) = (v, T(v)) = (v,Av)
~— —_—
1 T autoadjunto

= AV, =AN[P=A=a—bi=b=0 =A=acR.
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Caracter
Transformagdes autoadjuntas Teorema Espectral
Operador Adjunto

Demonstracéo do Teorema Espectral: 2)

Suponha agora, pro item 2., que T (v1) =A1vy e T(v2) = Avz com vy, va € V\{Oy} e Ag, Ay
escalares (reais - vide item 1.) diferentes.Entéo,

Ar{vi,va) = (Agva,vz) = (T (v1),v2) = (v1, T (v2)) = {v1,A2v2)

T autoadjunto

A2{v1,Vv2) =A2(v1,v2) = (v1,v2) =0.
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Caracter >
Transformagdes autoadjuntas Teorema Espectral
Operador Adjunto

Demonstracéo do Teorema Espectral: 3)

A demonstragdo do item 3. é de maior complexidade. Consideraremos aqui apenas o caso mais
simples em que V é um espaco de dimens&o dois, situagdo em que a matriz simétrica que
a b

b ,coma, b ecreais

representa T numa base ortonormal é da forma A = {

quaisquer.O polindmio caracteristico de A é

a—x b

2 _p2
b ey | =X (a+c)x + (ac —b?),

p(x) =

cujo discriminante verifica
A=(a+c)?—4(ac—b?) =a’+2ac+c?—4ac+4b% =a®?—2ac+c?+4b% = (a—c)?+4b% > 0.

Assim, A =0 se, e somente se, b =0 e a = c; ou seja A = cl, que é obviamente diagonal(e
T(v) = cv tem ¢ como Unico autovalor; porém, seu autoespago V. =V é todo o espago e assim
diagonalizavel inclusive admitindo a prépria base ortonormal 6 como base de autovetores).

Em qualquer outro caso, b # 0 ou a # ¢, A > 0 e, consequentemente, p(x) possui duas raizes
reais diferentes;dois autovalores diferentes em dimenséo dois implicam a existéncia de dois
autovetores linearmente independentes (e ortogonais pois T é autoadjunto);normalizando esses
autovetores obtém-se a base ortonormal de auto-vetores desejada. O
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Caracter
Teorema Espectral
Operador Adjunto

Transformagdes autoadjuntas

Um exemplo

Exemplo 9
O operador linear T (x,y) = (x +2y,2x +3y), V(x,y) € R?, é autoadjunto (e diagonalizavel).

De fato, na base natural & = {(1,0), (0,1)} de R?, que é ortonormal em relagéo ao produto
= { 1 g },que é simétrica; logo, T

interno Euclideano, a matriz que representa T é A = [T]Lx 2

€ autoadjunto e assim, diagonalizavel.

Para efetuar a diagonalizagao, de fato, calculemos seus autovalores e autovetores:

pa(x) =x%2—(14+3)x+(1-3-2-2) =x?>—4x—1=0&x = (4FV16+4)/2=2F /5.

Fixando A; = 2—+/5 tem-se

por exemplo
1_(2_\/§) 2 X 0 17\/5 —_—N
2 e[S
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Caract
Transformagdes autoadjuntas Teorema Espectral
Operador Adjunto

Um exemplo (Cont.)

Para obter um autovetor associado a v, ndo é necessario re-fazer todas as contas pois,
tratando-se de um operador autoadjunto, v, € ortogonal a v;;ou seja, v, = (x,y) verifica a
equacdo linear

por exemplo
——
1—-+v5
0=(v,v2) =2x+ (1—VBly = x = — ny =v, =(1—v5,-2).

A base {v1,V,} obtida ja é ortogonal e de autovetores porém, néo € ortonormal posto que
Ivall = lIvall = v/210—2/5 # 1.

Basta ent&@o normalizar para obter a base ortonormal procurada:

1 1
1*\/T72\/§(2a17\/§)» UZ*TNEH*\/@»*Z)-
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Transformagdes autoadjuntas

Operador Adjunto

Obviamente, assim como nem toda matriz é simétrica nem todo operador linear é auto-adjunto.

Definicdo 5

Define-se entdo, associado a T, o operador adjunto de T, T*, cuja matriz de representacéo na
base ortonormal seja, exatamente, a matriz transposta da matriz de representacdo de T nessa
mesma base.

Logo, se A = [T]g entéo,
[T*(v)ls =AT[v]s, e (T(v),w) = (v, T*(w)),¥v,w € V.

Em particular, T é auto-adjunto quando T* =T.
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Transformacdes ortogonais X om Produto Interno.

Definicéo

Nesta secéo, discutimos a classe de operadores lineares T : V — V cujos inversos podem ser
obtidos pelo célculo do adjunto; ou seja, T* = T Lo que, em termos de matrizes, significa: A
tais que A~ = AT,

Definigdo 6
Seja T : V — V uma transformacéo linear e & uma base ortonormal no espago vetorial V
munido de produto interno (-, -). Diz-se que T é ortogonal quando A = [T}g for ortogonal, ou
seja,

ATA=1=AAT.

| N

Observacéo 6

Note que se as linhas de A sdo representadas pelos vetores vi,Vs,...,V, entdo, AAT coincide
com a matriz de Gram associada a ditos vetores, G = [{Vi,Vj)]lnxn-
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Transformacdes ortogonais xercicios: o s com Produto Interno.

Linhas formam sistema ortonormal

Como AAT = G, dizer que A é ortogonal equivale a dizer que

1 0 - O

o 1 --- 0 .

0, Vi #j,

G=Il& [<Vi)Vj>}n><n = =3 <Vi;Vj> = {1’ Vi i]
o o - 1

Ou seja, A é ortogonal se, e somente se, suas linhas formam um sistema ortonormal de vetores
emR".
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Defini
Caracterizagao
Transformacdes ortogonais Exercicios: Vetoriais com Produto Interno.

Colunas formam sistema ortonormal

Observe ainda que a condicéo | = AAT implica (Det(A))? = 1;ou seja, Det(A) =+1#0ce,
assim, A é inversivel e A~1 = AT ,em particular, a condicdo | = AAT implica ATA=1 e,
vice-versa.

Desta forma, também é possivel afirmar que A é ortogonal se, e somente se, suas colunas
formam um sistema ortonormal de vetores em R".

Resumindo,

Teorema 4

Anxn € Uma matriz ortogonal se, e somente se, A~! = AT se, e somente se, suas linhas
(colunas) formam um sistema ortonormal em relag&o ao produto interno Euclideano de R".
Mais ainda, se A é ortogonal ent&o, Det(A) = —1 ou Det(A) = 1.

ALGEBRA LINEAR/GARCIGA O., R.



Transformagdes ortogonais xercicios: m Produto Interno.

Exemplos
Sé&o ortogonais

Exemplo 10

A matriz identidade (de qualquer ordem n, n > 2).

Exemplo 11

Exemplo 12

[ V2/2 ﬁ/Z]
—V2/2 V2/2
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Defini
Caracterizagao
Transformacdes ortogonais Exercicios: E: Veto om Produto Interno.

Propriedades

Em geral, supondo que V seja munido de um produto interno, da norma induzida por esse
produto e, de uma base ortonormal, podem-se enunciar as propriedades a seguir relativas a
operadores lineares T : V — V ortogonais.

Teorema 5

As seguintes afirmacdes sobre a transformacéo linear T : V — V séo equivalentes:
(a) T é ortogonal.
(b) T transforma base ortonormal em base ortonormal.
(c) T preserva o produto interno.
(d) T preserva a norma.
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Transformacdes ortogonais xercicios: o s com Produto Interno.

Demonstracdo: (a) & (b)

Seja & ={vi,Vz,...,Vn} uma base ortonormal em relagdo ao p.i. (-,-)y de V e A, a matriz que
representa T nessa base. Entdo,

A=[TIS =T (va)ls [T(v2)ls -+ [T (va)l5]
e T é ortogonal se, e somente se, A é ortogonal (veja a defini¢do);isto &,

0, Vi #i,

(Ti)y T(vi))v = ([T (vi)ls, [T (vj)]s)rn = {1 iz

ou seja, Yy ={T (v1),T(v2)y..., T (vn)} também é um sistema ortonormal com n elementos no
espago vetorial V de dimenséo n;e assim, uma base ortonormal em V.

Logo, (a) e (b) séo afirmacgdes equivalentes O
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Defini
Caracterizagao
Transformacdes ortogonais Exercicios: Vetoriais com Produto Interno.

Demonstracdo: (¢) & (d)

Se T preserva o produto interno e v € V entéo,
ITWIZ=(T(V),TV) = (v,v) = IvIZ = IT (W)l =Wl
Por outro lado, lembrando que
lu+vI?=llul®+2(uv) +lIvIF e llu=vi? =lull> —2(u,v) +IVI?
podemos escrever
llu+v[®—llu—vi? =4(u,v) e analogamente |IT (u)+T (v)I[?—IIT (u) =T (v)|* = 4(T (u), T (v))

logo, se T preserva a normae u,v € V entéo,

TW,TE) = (T TP —IT W -T)IP)
= %(HT(U+V)H2*HT(U*V)H2) T linear
= H ) = )
= <U,V>.

O
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De
Car tenzacao
Transformagdes ortogonais xercicios m Produto Interno.

Demonstracdo: (a) & (c)

(@) = (c)
T, TV = ([Tl [TW)ls)rn = (Aluls,Alv]s)gn
= (A[u]gJTA[vL—,:[ulgg/A[v] =I5

= (luls,[vls)mn = (u,v)y.

O
Por dltimo, (¢) = (a):
Se  ={v1,V2,...,Vn} € uma base ortonormal entdo y = {T (v1), T (v2),...,T(vy)} também é
um sistema ortonormal dado que
ITvdll=lvill=1 e (T(vi),T(v))={vi,vj) =0, j#i, i=1,...,m
ou seja, T transforma base ortonormal em base ortonormal (item (b)) e, assim, também vale
(a). O
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Transformagdes ortogonais Exercicios: Espacos Vetoriais com Produto Interno.

Exercicios

Verifique que (1/3,—2/3,—2/3), (2/3,—1/3,2/3) e (2/3,2/3,—1/3) formam uma base
ortonormal em R? relativamente ao produto interno padr&o.

Considere a funcéo ¢ : R? x R? — R definida para cada x = (x1,X2) e y = (y1,Y2) como

@(X,y) =X1y1 + 2X1Y2 + 2XaY1 + 5X2Y>.

@ Prove que ¢ é um produto interno em R2.
@ Mostre que (1,0) e (2,—1) formam uma base ortonormal em R? relativamente a .

© Prove que u = (—2/5,3/5) é unitario em relagéo a ¢ e ache um vetor v € R? tal que
{u, v} seja uma base ortonormal em R? relativa a @.
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Transformagdes ortogonais Exercicios: Espacos Vetoriais com Produto Interno.

Exercicios (Cont.1)

Quais das seguintes fungdes definem produtos internos em R? (x = (x1,%2) ey = (y1,Y2)):
a) @(x,y)=2x1y1 +5xzy2
b) W(x,y) =xf —2xay2 — 2xy1 +§
©) &(X,y) =xX1y1 —2X1y2 — 2X2y1 +4%2Y2

Questao 4

Dada a base (2,0,1), (3,—1,5) e (0,4,2) de R®, construa, aplicando o processo de
ortogonalizagdo de Gram-Schmidt, uma base ortogonal relativamente ao produto interno
padrao. Calcule a férmula da projegéo sobre Vo = vet{ys,y»}, com y; ey, ortogonais em R?.

Questao 5

Seja V =M (n,m). Mostre que (A,B) =Traco(A" B) define um produto interno em V.

Questao 6

Mostre que Ta1 5 : R" — R" é auto-adjunto qualquer que seja a matriz real Anxn.
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Transformagdes ortogonais : Espacos Vetoriais com Produto Interno.

Exercicios (Cont.2)

Ache as matrizes ortogonais que diagonalizam cada uma das matrizes a seguir

4 3 5/4 —3/3/4 (1) é 1
3 —4 ] —3v3/4  -1/4 |’ 0@

Questao 8

Uma transformagéo ortogonal é dita propria se Det([T]g) =1, em que {3 é uma base

ortonormal em V; e, imprépria se Det([T]E) =—1. Mostrequese T =Tao:R® —R3e
6 2 3

A= 2 2 3 —6 | entdo T é propria.
-3 6 2

a) Mostre que A =1 é autovalor de T.

b) Mostre que se v é um autovetor unitario associado aA =1entdo E ={t v; t € R} é
invariante por T (E é dito eixo de rotagdo de T). Calculado v, determine um vetor x que
seja ortogonal a v e unitario. Obtenha entéo os vetores: T (x), T2(x) =T (T (x)), T3(x),
.... O que observa?
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Transformacdes ortogonais

Exercicios (Cont.3)

Seja o ={ws, Wz, W3} base de V, onde V é um espago vetorial com produto interno (-, -). Sejam

2 5
[U] x — =i, e [V} x = 2
3 -3

Se (u,v) =2, a base é ortonormal ?

Questéo 10

Ache os valores para x ey tais que a matriz, a seguir, seja ortogonal:

B
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Transformacdes ortogonais

Exercicios (Cont.4)

Questdo 11

Dada a matriz

>

Il
cow
o T O

o

@ Mostre que os auto-valores sdo a, b+ceb—c.

@ Ache uma base de auto-vetores.

Questéo 12

Seja T : R® — R® um operador linear cuja matriz, em relagéo a base canonica, é

1 4 2
A=| 4 —5 —4
2 —4 1

Exiba uma base ortonormal de autovetores.
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Transformacdes ortogonais Exercicios: Espagos Vetoriais com Produto Interno.

Exercicios (Cont.5) e bibliografia

Questdo 13

Mostre que uma transformagéo ortogonal do plano no plano deixa invariante a distancia entre
dois pontos, i.e.,
[[Tu—Tv|| = ju—v]|, Yu, v € R?,

Bibliografia:
Boldrini, J.L. Algebra Linear, HARBRA (1980).

Lages Lima, E. Algebra Linear. Colecdo Matematica Universitaria (prémio Jabuti), IMPA
(2000).

Murdoch, D.C. Algebra Linear, LTC (1972).
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Simon, C. and Blume, L. Mathematics for Economists, Norton (1994).
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