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Formas Quadraticas Formas bilineares
da a uma forma bilinear simétrica

Forma bilinear simétrica

Seja V um espaco vetorial real munido de produto internoe b: V x V — R, uma funcéo real.

Definigdo 1

Diz-se que b é uma forma bilinear se for linear em cada variavel (fixada a outra) e simétrica, se
b(u,v) =b(v,u), Vu, v € V.

Em R" o produto interno Euclideano é uma forma bilinear simétrica:

b(x,y) = (X»y> =X1y1+ - XnYn.
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Formas Quadraticas Formas bilineares
C 2 a uma forma bilinear simétrica

Matriz de representacao

Fixada uma base ortonormal 3 ={vi,vz,...,vn} em V defina bj = b(vi,vj), Vi, j, B = [bjlnxn,
x =ulg ey =[vlg. Entdo, v =y1vi+---+yqvn €

n
b(U,V) = b(uleVl+"'+ynVn] :ylb(uvvl] +"'+an(uyvn) = Zyjb(uv\/j)-
j=1

Substituindo u = x3v1 + - - - + XV, tem-se

n

b(u,v) = Zyjb(x1v1+-~~+xnvn,vj) = Zyj {inb(vi,vj)} =(y,BTx) = (x,By).
j=1 i=1

j=1
Ou seja,

b(u,v) =[ulzBWlg,  Vu,veV.

Definigdo 2

A matriz B é chamada de Matriz de representacdo da forma bilinear b na base {3 e,
representada por [b] g
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Formas Quadraticas Formas bilineares
Fol da a uma forma bilinear simétrica

Matriz de representacéo (cont.)

Mais ainda,b é simétrica se, e somente se
b(u,v)=b(v,u) &x"By=y'Bx =x'B'y V¥x,ycR"&B=8BT,
—~—
(yTBx)T

ou seja, no caso, e apenas no caso de B ser uma matriz simétrica.

No exemplo do produto interno Euclideano em R"

b(x,y) = (X,y) = X1y1+ - XnYn-

Fixada a base canonica o = {ej,...,e,} de R", a matriz de representacdo é a matriz de Gram
associada a e, ..., en: [(€j,&)lnxn = In, que é simétrica.
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Formas Quadraticas Formas bilineares
Forma Quadratica associada a uma forma bilinear simétrica
Re| canbdnica

Forma Quadratica

Associada a uma forma bilinear simétricab : V x V — R define-se a Forma Quadratica
Q:V — R pela regra

Q(u)=b(u,u), Yuev, = Q(u):xTBx:Zbijxixj
ij

emquex = [ulg, B= [b]g € a matriz simétrica que representa b e 3 € uma base ortonormal

emV.

Note que, necessariamente, b = bj;, pois B € simétrica; assim,

n
Q(U):XTBX:Zbinin:b11Xf+"'+bnan%+2 Z binin.

1 j>i, i=1
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Formas Quadraticas Formas bilineares
Forma Quadratica associada a uma forma bilinear simétrica
Represe canbdnica

Forma Quadratica (cont. 1)

No caso da forma bilinear simétrica do produto interno Euclideano em R", a forma quadratica
associada € a fungdo Q : R" — R, em que

Qx) = (x,x) =xZ + - +x2.

Exemplo 4

Q(x) =x2 —18x3x2 +5%2, x = (x1,X2) € R?, é uma forma quadratica com matriz de

~ P 1 —9
representagéo, na base canonica, B = Lo e
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Formas Quadraticas
associada a uma forma bilinear simétrica

Forma Quadratica (cont. 2)

Proposigédo 1
Se Q(u) =b(u,u) é a forma quadratica associada a forma bilinear simétricab:V xV — R

entdo

b(u,v) == [Q(u+v)—Q(u—v)], Yu,v € V.

N

Demonstracéo

| A

Qu+v) = b(u+v,u+v)=>b(u+v,u)+b(utv,v)
b(u,u)+b(v,u)+b(u,v)+b(v,v)
Q(u)+2b(u,v) +Q(v).

Analogamente,
Q(u—v)=0Q(u)—2b(u,v)+Q(v).

Logo,
Q(u+v)—Q(u—v) =4b(u,v).

O
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Formas Quadraticas Formas bilineares
Forma Quadratica associada a uma forma bilinear simétrica
Repres: 6

Forma Quadratica (cont. 3)

Observacéo 1

A proposicéo acima garante a possibilidade de recuperar a forma bilinear a partir da forma
quadratica e, em particular, permite determinar B = [b]E pois

by =b(vi,v) = 7 QM +%)—QMi—w)l, Vi €{1,...,nl.
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Formas Quadraticas
da a uma forma bilinear simétrica
Representacéo canénica

Eixos principais

A seguir mostramos gue 0s termos com os produtos cruzados x;xj, i # j, na Definicdo 3 de uma
forma quadratica, podem ser eliminados com uma mudanga de variaveis apropriada e,
consequentemente, nessa nova variavel y, a representagdo da forma quadratica s6 possui
termos do tipo quadratico Ayiyi = Aiy2.

Teorema 1 (Eixos principais)

Seja Q : V — R uma forma quadratica com matriz de representagéo B = [Q]g na base
ortonormal 3 do espaco vetorial V munido de produto interno. Entéo, existe uma base
ortonormal 'y de autovetores de B em V tal que, para cadau €V,

Qu) =AwyZ+---+Ay2 emque y=[u],

e Ag,..., Ay sdo os autovalores de B.
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Formas Quadraticas
ja a uma forma bilinear si
Represemacao canonica

Demonstracédo do Teorema dos eixos principais

Sabe-se que Q(u) = xTBx em que x = [u] s € que B representa um operador auto-adjunto, pois
B é simétrica, e, assim, B é ortogonalmente diagonalizavel;isto &, existe uma base ortonormal 'y
de autovetores de B em V tal que a matriz de mudancga de base P = “][75 € ortogonal e

P—1BP =D é a matriz diagonal com os autovalores de B, A1, ..., Ay. Logo,

y=[uly=08ulg =P 'x=P"x, B=PDP'

Qu)=x"Bx =xT(PDPT)x = (PTx)TD(PTx) =y Dy = Ay2 + -+ Any2.
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Formas Quadraticas em R". res principais de uma matriz

Fixemos o espago vetorial V = R", munido do produto interno Euclideano e da base candnica
a={el,...,e"} em que e = (1,0,...,0),...,e" = (0,...,0,1), que é uma base ortonormal.

Uma funcdo Q : R" — IR, tal que Q(x) = Zi‘j bjjxixj, ¥x € R", onde bj; sdo reais fixados e os
indices i e j percorrem os nimeros 1,2,...n, é, entdo, uma Forma Quadratica desde que

by = byi, Vi,j.

Obviamente, definindo B = [bjj],xn € identificando x = [x] « (vetor coluna) obtemos

Q(x) =x"Bx = (x,Bx) = (Bx,x), VWx€R"

pois B é simétrica (representando um operador autoadjunto).
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ificacdo
Formas Quadraticas em R". incipais de uma matriz

Classificacéo de Q e de A = [Q]

Definigdo 4

A forma quadrética Q : R" — R é dita ndo negativa definida quando Q(x) > 0, Vx € R". Se
ainda, Q(x) > 0, Vx # 0, diz-se que é positiva definida. De forma anéaloga, trocando as
desigualdades, define-se ndo positiva e negativa definida respectivamente. Se existirem
x,y € R" tais que Q(x) < 0 e Q(y) > 0 ent&o a forma quadrética é dita indefinida.

| A

Observagao 2

Observe que fixada uma matriz quadrada A, ordem n, de nimeros reais e simétrica temos uma
forma quadratica associada: (Ax,x), x € R" (identificados com vetores colunas). Assim,
classifica-se uma matriz simétrica em semidefinida positiva, definida positiva, semidefinida
negativa, definida negativa ou indefinida quando a forma quadratica associada for ndo negativa
definida, negativa definida, néo positiva definida, negativa definida ou indefinida
respectivamente.
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Classificagdo
Formas Quadraticas em R".

principals de uma matriz

Exemplo de classificacéo (via definicdo)

Classifique a forma quadratica Q(x) = x2 — 4x1x +5x2, X = (x1,Xz) € R2.

Solucéo

Qx)

xl2 —4x1X2 + 5x22 = xl2 —4x1X2 + 4><22 +x22
(x1 = 2x2)? +x5 >0,

Logo, Q é ndo-negativa definida.

Vx = (xq,%2) € R2.

Note ainda que Q(x) =0 se e somente se (x; —2x2) =0 =X, & x; =0=x, & x = (0,0).
Entdo, Q é positiva definida.

Observe agora que

1 —2 X1
QX)) =[x Xz}{_z 5 :||:X2:|’
Ou seja, a matriz A = { jz 5 } é a matriz que representa Q na base candnica de R?.
Assim, A é definida positiva.
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Classificagdo
Formas Quadraticas em R". Vienores principais de uma matriz

Classificacao via autovalores

Teorema 2

Sejam A, a matriz simétrica que representa a forma quadratica Q e A1, Az,...,A,, 0S
autovalores de A. Entdo Q (e A) é

ndo-negativa definida se e somente se A; > 0 Vi;
positiva definida se e somente se A; > 0 Vi;
ndo-positiva definida se e somente se A; < 0 Vi;

negativa definida se e somente se A; < 0 Vi;

006000

indefinida se e somente se existem i e j tais que Aj <0 e A; > 0.

Demonstracéo

Aplique o Teorema dos eixos principais para escrever

Q(xX) =A1y?+- +Any2

em que y = [x]y ey é a base ortonormal de autovetores de A O
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Classificagéo

Formas Quadraticas em R". \cipais de uma matriz

Classificacao via autovalores (Cont.)

Voltando ao exemplo acima em que A = { j'z —2 } , calculemos seus autovalores:
1—A —2
pa(A) = det(A—?\I)f‘ 5 5_2 ‘

=  (1-A)(5—-A)—4=5-5A-A+A2—4=7A2—6A+1
6-/36—4

= pAO\):O’{:})\l,ZZf:3i\/§:3i2ﬁ

= Al, A2 >0.

Confirmando que A é definida positiva.
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Clas cd0
Formas Quadraticas em R". Menores principais de uma matriz

Aplicagdes

Submatrizes e menores principais (lideres ou néo)

Definicdo 5 (Menores principais -[1] 16.2)

Dada a matriz A = [aij]nxn a k X k submatriz quadrada obtida de A eliminando n —k linhas de A
e as mesmas n—k colunas de A é chamada de submatriz principal de ordem k e seu
determinante, menor principal de ordem k.Quando as linhas (e colunas) eliminadas séo
exatamente as n —k Ultimas a submatriz € chamada de submatriz principal lider de ordem k e
seu determinante é chamado menor principal lider de ordem k e denotado Ay.

Por exemplo,

Possui uma Unica submatriz principal de ordem 3, a prépria A; que é também a submatriz lider
de ordem 3. Neste caso o menor principal lider de ordem 3 é o proprio determinante de A:

Az = Det(A).De ordem 2 hé trés submatrizes principais A1, Ay € Azz que séo as obtidas de A
eliminando a linha e coluna 1, 2 e 3 respectivamente. Consequentemente ha trés menores

ai; a2
az ax
hé trés submatrizes principais de ordem 1, relativas aos elementos da diagonal e apenas uma
submatriz principal lider de ordem um: [a;1]. Neste caso o menor principal lider de ordem um é
Al =ajij.
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Classificagéo
Formas Quadraticas em R". Menores principais de uma matriz
Apli s

Definidas e indefinidas

Teorema 3

Seja Anxn Uma matriz simétrica e Ay seu menor principal lider de ordem k, k =1,...,n. Entéo,
a) A é definida positiva se e somente se A > 0, Vk.

b) A é definida negativa se e somente se (—1)KAy > 0, Vk (i.e., pares positivos e impares
negativos).

c) Se existe kg € {1,...,n} tal que Ay, # 0, mas n&o encaixa em nenhum dos dois padres
de sinais anteriores a) ou b) ent&o A é indefinida.

Exemplo 7

. . —2
Voltemos mais uma vez ao exemplo acima em que A = [ - } , e calculemos seus

menores principais lideres:
A;=1>0 e Azzdet(A):‘

re-confirmando que A é definida positiva.
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sificagdo
Formas Quadraticas em R". Menores principais de uma matriz

SEINIRC I ES

Note que se algum Ay = 0 entdo a matriz ndo pode ser (positiva ou negativa) definida, mas
ainda poderia ser semidefinida. Neste caso os menores principais ndo lideres completam a
anélise.

Teorema 4

Seja Anxn Uma matriz simétrica. Entéo,
d) A é semidefinida positiva se e somente se todos os menores principais (lideres ou néo)
sdo ndo negativos (> 0).

e) A é semidefinida negativa se e somente se todo menor principal (lider ou ndo) de ordem
par é ndo negativo (> 0) e todo menor principal (lider ou nédo) de ordem impar é ndo
positivo (< 0).
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ag&o
Formas Quadraticas em R". principais de uma matriz
Aplicagbes

Variancia

Exemplo 8

Considere a possibilidade de investir em trés titulos (agbes): X1, X2, X3.Seja O'iz a variancia do
retorno, e x; 0 peso no portfélio (ou cesta) do titulo X;, i = 1,2,3. De modo que x; > 0,

i =1,2,3, e xg +X2 +x3 = 1. Suponha ainda que o = 0j; representa a covariancia do retorno
entre X e Xj, i #], i, j €{1,2,3}. Entdo a variancia do portfélio com x; de Xy, X, de X, e X3 de
X3, V(x) = GS, admite representag&o na forma

2

. (%7 012 013 .
v(x)=x"Ax, onde A= | 0 02 O e x' =(x1, X2, X3).
031 032 03

Logo, v € uma forma quadratica.
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Formas Quadraticas em R". incipais de uma matriz
Aplicagdes

Diferencial de segunda ordem

Exemplo 9 (Diferencial de segunda ordem e Hessiana)

Seja f : R" — R uma funcao de classe €?(U) no aberto U de R" e a, um elemento de U. A
Matriz Hessiana de f no ponto a, Hf (a) ou também [?f(a), é a matriz quadrada, de ordem n,
que possui na linha i, coluna j, a derivada parcial de segunda ordem de f, primeiro na variavel i

e depois na variavel j:

2
Hf (a) = [ a)‘:’_ afo (a)} .
j OXi

Pelo Teorema de Schwartz, A = Hf (a) é uma matriz simétrica e, assim, representa a forma

quadratica:

Q(v) = (Av,v) Z ax, ax, Wiy,

que é o diferencial de segunda ordem de f no ponto a.
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Formas Quadraticas em R". principais de uma matriz
Aplicagdes

Diferencial de segunda ordem (Extremos)

A Férmula de Taylor de segunda ordem, com resto infinitesimal, em torno de a diz que

1 . r(v
fatv) = f(a) + (Of (@)v) + 2Q(v) +r(v), com fim ") —o.
2 v=0 [[v][2
Logo, se a for um ponto critico (f (a) = 0) e v estiver numa bola de centro a e raio pequeno o

suficiente entao 1
fla+v)—f(a) =~ EQ(v]

e conhecer o sinal da forma quadratica Q permite identificar se o ponto critico € ou ndo um
extremo local de f:

@ se Q for definida positiva, a € minimizador local;
@ se for definida negativa € maximizador local;

@ e se for indefinida € um ponto de sela.
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Exercicios

Questéo 1

Escreva a matriz que representa, na base candnica, cada uma das seguintes formas bilineares
a) X1y1+XaY2 +2X3y2 — 5X2y3,
b) 2x1y1 +3X1y2 + 5X1y3 — 2X2Y2 + 7X3y1 + 4X3Y3,
C) X1y1—5XzY3 +2X3Ys3.

Alguma delas é simétrica?

Questéao 2

Uma forma bilinear é dita anti-simétrica se b(u,v) = —b(v,u), Yu, v € V
a) Cheque se alguma das formas bilineares da questdo acima € ati-simétrica.

b) Mostre que a Unica forma bilinear simétrica e anti-simétrica simultaneamente é a nula, i.e.,
b(u,v)=0,Vu, v V.

c) Sejam Bs e B, os conjuntos das formas simétricas e anti-simétricas respectivamente.
Prove que eles sédo subespagos vetoriais do conjunto de todas as formas bilineares B.

o
=

Prove que B = Bs @ B;.
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Exercicios

Escreva a matriz simétrica que representa na base candnica cada uma das seguintes formas
quadraticas. Verifique que podem ser escritas como produtos matriciais x " Ax:

a) xl2 + 5X22 = 7x§,

b) 2x3X2 4 6X1X3 — 4X2X3,
c) xl2 a4 2x22 — 5x§ — X1X2 + 4XoX3 — 3X3X1.

Identifiqgue, em cada caso, uma base ortonormal de autovetores na qual possam ser escritas na
forma
MYZ+Myz + -+ Any2
1Y1 TA1Y3 nYn -

Classifigue-as (em positivas/nao-negativas/negativas/nao-positivas/indefinidas).

Questéo 4

Determine e classifique a forma quadratica associada a matriz Hessiana de f no ponto dado:
1 1
Q f(x,y)= Exz + Eyz. no ponto (xo,Yo) = (0,0).

Q f(x,y) =x%y®+x*—y? no ponto (xo,Yo) = (0,0).
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Exercicios

@ Simon, C. and Blume, L. Mathematics for Economists, Norton (1994).
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