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Plano Cartesiano

Se R representa o conjunto dos nimeros reais entdio R =R x R={(x,y) |x, y € R} é o
conjunto dos pares ordenados de nimeros reais que identificamos geometricamente como o

plano Cartesiano.

De forma analoga, R® representa o conjunto das ternas de nimeros reais e assim
sucessivamente para n € N fixado

R™ ={(x1,X2y...,%n) | X € R, Vi=1,...,n}.

Cada n—upla x = (x1,X2,...,Xn) de nimeros reais pode ser associada ao segmento de reta
que liga a origem O = (0,...,0) ao ponto x com uma zeta sobre x para especificar o sentido do
movimento nessa direcédo linear da origem até x.

Dita diregdo orientada é também chamada de vetor e representada por X, ou OX ou
simplesmente x.
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Plano Cartesiano: representacdo geométrica

Por exemplo, P = (1,2) e Q = (3,1) sédo elementos de R? (pares ordenados de niimeros reais)
e, por sua vez, representam vetores no plano (Vide Figura 1). Para movimentarmos de P até Q
ao longo do caminho mais curto deveremos escolher o segmento de reta que liga esses dois
pontos e no sentido de Q, ou seja, teremos de escolher dire¢éo, sentido e comprimento de um
movimento linear: um vetor, que chamamos de P_Q. Observe entéo que dito movimento é de
duas unidades positivas na horizontal e, uma negativa na vertical. De modo que poderiamos
identificar PO com (2,—1) ou também (3—1,1—2) ="Q-P", embora sejam segmentos de reta
diferentes; diz-se que séo vetores equipolentes: mesmo comprimento, sentido e direc&o.

Figura: Vetores P, Q e PQ
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Algebra de vetores

Soma vetorial em R":

Dados X = (X1,X2y---,%n) € Y = (Y1,¥2,-..,Yn) em R" definimos a soma de x e y, denotada
X 4y, como sendo o vetor (ou n—upla)

X+Y = (X1 +Y1,X2 + Y2, s X0 +Yn)- (€}

Voltando ao caso de R? e aos vetores P = (1,2) e Q = (3,1), temos

P+Q=(1+3,2+1) = (4,3), P+0=(1+0,2+0) =P, P+(—1,—2)=0.
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Algebra de vetores

Propriedades basicas da soma:

Identificacdo geométrica do vetor soma como a diagonal principal do paralelogramo gerado
pelos vetores (Vide Figura 2).

Figura: Soma e diferenga dos vetores P e Q
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Algebra de vetores

Propriedades basicas da soma: continuagéo

Proposicéo 1

Dados os vetores X, y, z € R" temos
Q x+y=y+x (Comutativa).
Q x+(y+z)=(x+y)+z (Associativa).
@ x+0=0+x=xonde O = (0,...,0) (3 neutro).
@ Existe inverso aditivo de x, denotado —x = (—Xy,...,—Xp), tal que x + (—x) = O.

Definicéo 1

Dados os vetores u e v em R" o vetor diferenca (ou substragdo) u —v, é definido como o vetor
soma de u com o inverso aditivo de v, —v. Geometricamente corresponde a outra diagonal do
paralelogramo trasladada até a origem (Vide Figura 2).
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Algebra de vetores

plicacéo por escalar

Multiplicacdo por escalar em R":

Dados o vetor X = (X1,...,X,) € R" e 0 nimero real «, a multiplicacdo do escalar « pelo vetor x
é o vetor definido e denotado por

00X = (0X1y.nny X ).

Considere x = (2,1) € R? ent&o (Vide Figura 3)

2.-x = (4,2), 1-x=x, (—1) - x =(—2,—1) = —x.

Desse modo, dados o vetor x # O e o escalar « € R, «-x preserva a diregdo de x a menos que
o = 0 (fala-se em vetores paralelos ou co-lineares); preserva o sentido quando « > 0; troca o
sentido quando « < 0; preserva o comprimento de x quando & = +1, em particular (—1)-x é o
inverso aditivo de x; e, amplia ou contrai o vetor x dependendo de |&| > 1 ou || < 1
respectivamente.
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Algebra de vetores

Multiplicagao por escalar

A geometria da multiplicacéo por escalar.

Figura: Multiplicagdo por escalar
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Algebra de vetores

Multiplicagao por escalar

Propriedades da multiplicacdo por escalar

Proposicéo 2

Dados os vetores X, y € R" e os escalares «, § € R temos
Q «(px) = (axB)x.
Q 1-x=x.
© 0:-x =0 onde O = (0,...,0).
Q (x+B)x=oax+pxea(x+y)=ax-+ oy (propriedades distributivas).

A estrutura algébrica gerada em R" com estas operagdes +, - € um caso particular do tipo de
estrutura algébrica conhecida como espaco vetorial.
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1a Euclideana
Produto interno Euclideano Angulo.
Distéancia Euclideana

Produto interno

Vejamos a seguir um outro tipo de produto em R" chamado de produto interno (ou produto
escalar).

Definigdo 2

Dados os vetores X, y € R" definimos o produto interno entre x e y como sendo o nimero real
X1y1 + - - +XnYn. Este nUmero sera denotado por

(X»W:me.

NotagBes: dentre (x,y), (X,y), x -y, x'y etc, damos preferéncia a (x,y) para ndo confundir dito
produto com um par ordenado ou produto numérico etc.

Considere os vetores x = (4,—1,2) ey = (6,3,—4) em R3. Entdo

(X,y) =4-6+(—1)3+2(—4) =24—3—-8=13.
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Produto interno Euclideano

Propriedades do produto interno

Arelagdo (-,-) : R" x R" — R que a cada par (x,y) € R" x R" associa o valor
(x,y) =3I xiyi € uma fungdo que verifica as seguintes propriedades:

@ Bilinear. Ou seja, fixado u € R" a fungéo (u,-) : R" — R é linear e, fixado v € R", a fungéo
(-,v) :R" — R também é linear.

Entenda-se que

X,y €RY, o BER, (U, 0x+By) = ox(u,x)+B{u,y) € (ax+By,v) =a(x,v)+B(y,v).

@ Simétrica: ¥x,y € R", (x,y) = (¥,X).
@ Sex = (X1,X2,.-+,%n) € R" entflo (x,X) = x1Xq +XoXz + -+ + XnXn = X2 +XxZ + - X2.
Consequentemente,

(x,x) >0, e  ((xx)=0&x=0).
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Produto interno Euclideano

Sobre a linearidade de (u, -)

Suponha u = (a,b) € R?, fixado; e, x = (x1,X2) € R?, qualquer. Entéo

(u,x) = axy +bxz

Exemplo 4

A modo de ilustragao, fixemos a =2 e b = 3. Entéo,

u,X) = 2X1 + 3x» linear em xi, Xz.
) )

Em geral, se y = (y1,Y2) entdo (u,y) = ay; +by,. E se « e 3 sdo nimeros reais entdo
ox + By = ox(x1,%2) + B(y1,¥2) = (0xa, ox2) + (By1, By2) = (oxa + By, axz + By2);
logo,

(uyox+By) = aloxy+ By1) +b(axz + By2)
a(axy +bxz) + Blayy +by2) = a(u,x) + B{u,y).
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Produto interno Euclideano

a Euclideana

Norma Euclideana: definicdo e propriedades.

A partir da propriedade descrita no item 3 da proposicéo acima podemos definir a funcéo
conhecida como norma Euclideana.

Defini¢do 3

IIxll = +v/(x,x), VxeR"

Em particular, em R?, se x = (x1,X2) entéo, ||x|| = 4 /x2 +x2; que, pelo Teorema de Pitagoras,
corresponde ao comprimento de segmento de reta que liga a origem ao ponto x, ou seja, 0
comprimento de vetor x. Logo, da definicdo decorrem as seguintes propriedades:

Proposicéo 3

Para quaisquer x,y € R e o € R temos

@ [x|]| > 0e|x]| =0 se e somente se x =O.
Q [lox|l = lexl[[xl-

Q Ix +yll < IIxI[+Ilyll-
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Norma Euclideana
Produto interno Euclideano
iclideana

Norma Euclideana: demonstracdo das propriedades.

Da defini¢éo de norma Euclideana tem-se
IXIP =xF+x5+---x3>0 e [X[|=0&x=0,...,x; =0 & x =0.
Além disso,

[Jox|l = v/ {ox, o) = 1/ &x2(x,X) =[]/ {x,x) = || - [|x]].

A propriedade (3) da norma Euclideana, devida a Minkowsky, é conhecida como desigualdade
—
triangular posto que num triangulo qualquer de lados X, y e x +y o comprimento de um dos

—
seus lados, digamos o do lado x 4+, [[x +y||, ndo ultrapassa a soma dos comprimentos dos
outros dois lados, |x ||+ |ly|| (consulte a Figura 4).
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Norma Euclideana

Produto interno Euclideano
A Euclideana

Desigualdade Triangular.

c=llz+yll <a+ b=zl + [yl z+y

b=1lyll

a =[]

Figura: Desigualdade Triangular.
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Norma Euclideana
Produto interno Euclideano Angu

Distéancia Euclideana

Angulo e produto interno

Definindo o angulo entre dois vetores como 0 menor angulo entre eles; lembre que angulo é
comprimento de arco encima do circulo trigonométrico orientado positivamente no sentido
anti-horario (vide Figura 5), podemos estabelecer a seguinte propriedade geométrica do p.i.

Teorema 4

Sejam x,y € R?\{(0,0)} e 0 o angulo entre eles. Ent&o

(x,y) = Ixl-[lyll- cos(8).

Sejam u = (1,0) e v = (0,1) em R?. Entdo

(u,v) =1(0)+0(1) =0, [ull=v1i+0=1, [vll=vOo+1i=1=

O:l-l-cos(ﬂ):cos(@):}G:g,

Quando 6 = Z(u,v) = 7t/2 diz-se que u e v sdo ortogonais: u L v.
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Produto interno Euclideano

Angulo e produto interno: continuacao.

Exemplo 6

Sejam u = (1,0) e v = (v/2/2,1/2/2) em R2. Entdo

(u,v) = \/75; lull =1=|Ivll = g =cos(0) = 0 = /4.

Quando a norma do vetor é igual a um diz-se que é um vetor unitario.

Observacéo 1

Dado x € R" ou [[x|| =0 ou — - x € unitéario.

De fato, supondo que x # O, tem-se
[5+-Iw
(Il
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Norma Euclideana
Produto interno Euclideano Angu
Distéancia Euclideana

Demonstracédo do Teorema 4

Observacéo 2

Supondo x,y € R?\{(0,0)} e 6 o angulo entre eles. Ent&o

1

1 1
(x3y) = - I leos(6) & cos(®) = -t teoy) = <mx, my>,

onde a Ultima igualdade decorre da bilinearidade do produto interno.

Assim, o Teorema 4 pode ser enunciado, equivalentemente, da seguinte forma: se u e v séo
vetores unitarios entdo (u,v) = cos(0) (consulte a Figura 5).

Ora, rotacionando o sistema de coordenadas se necessario pode-se supor que u = (1,0) e,
consequentemente, v é o vetor sobre o circulo trigonométrico de coordenadas (cos(0),sen(6))
(consulte a Figura 6); assim,

(u,v) = (v,u) = ((cos(8),sen(0)),(1,0)) =cos(B)-1+sen() -0 = cosd

o que fecha a demonstragao do Teorema 4.
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Norma Euclideana
Produto interno Euclideano Angulo.
] Euclideana

Angulo e produto interno: geometria.

we R [ful| =1}

Figura: Angulo entre X e . Figura: Angulo entre u e v.

ALGEBRA LINEAR/GARCIGA o



Norma Eucl ana
Produto interno Euclideano Angulo.
Distéancia Euclideana

Desigualdade de Cauchy-Schwartz.

Note que qualquer que seja 0, |cos(0)| < 1. Entéo, a partir de Teorema 4 obtémos a
desigualdade

(6y) <106y =11 llyll-leos(8) < lixIl-Ilyll, — ¥x,y € R? @

que é a desigualdade de Cauchy-Schwartz (em R?).

Observe que a igualdade se verifica apenas no caso em que |cos(0)| = 1; ou seja, quando
0 =0 ou 0 = T, correspondendo ao caso dos vetores serem co-lineares.

Observacéo 3

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwartz, a bilinearidade e simetria do produto interno e a
definicdo de norma Euclideana obtém-se

Ix+yl? = (x+y,x+y) = x+y,%) + X+y,y)
= (X) (Y, X) + 06Y) + (vsy) = IXIP +20x,y) + llylI?
< IXIP 211Dyl Iy 17 = (x I+ 1D?
e tirando a raiz quadrada obtém-se a desigualdade triangular. O
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Euclideana
Produto interno Euclideano
Distancia Euclideana

Distancia Euclideana

Um vez definida a norma Euclideana podemos estabelecer a disténcia entre dois pontos
X, y € R" como sendo o comprimento (ou norma) do vetor diferenga, ou seja, 0 comprimento do
segmento de reta que liga esses dois pontos:

d(x,y) =lx—yll=

Z(Xi —yi)2. ®)

Exemplo 7 (n=1)

Dados x,y € R

X—y, sex>y
d(x,y) = (xy)z—xy—{ ’
y —X, sex<y.
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Produto interno Euclideano Angulo.
Distancia Euclideana

Distancia Euclideana: continuacéao.

Exemplo 8 (n=2)

Dados x = (x1,X2), ¥ = (y1,¥2) € R?, d(x,y) = 1/(x1 —y1)?+ (x2—y2)? é 0 comprimento da
hipotenusa do triangulo retangulo de lados de comprimento |x; —y1| € [xo —Y>|. Vide Figura 7.

x1 |x1-y1| yt

Figura: Distancia Euclideana.
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Norma Euclideana
Produto interno Euclideano Angulo
Distancia Euclideana

Distancia Euclideana: propriedades.

Exemplo 9

4((1,2),3,4) =l(1,2) ~ (3,4 = /182 + 2~ 412 = (22 + (22 = VZ-4=2V2.

4((2,2,0),(-1,2,0)) = /(1 (1) + (2-2)+ (002 = V2 10+ 0=2

d((1,2),0) =[I(1,2) — (0,0)[| = I(2,2)l| = V/12+22 = /5.

Decorrem da definicdo (3) as seguintes propriedades.

Proposicéo 5

A distancia Euclideana d : R" x R" — R verifica:

@ d(x,y) >0e(d(x,y) =0 se e somente se x =Y).
@ d(x,y) =d(y,x), (simétrica).
© d(x,z) <d(x,y)+d(y,z), (desigualdade triangular).
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Equagdes da reta
oy

Aplicagdes: Elementos de Geometria Analitica. E

Equacao vetorial da reta

Dado um ponto A € R? e uma diregéo V € R?\{(0,0)} temos uma nica reta definida pela
equacdo (Vide Figura 8). O vetor V é chamado vetor diretor da reta.

X=A+tV, teR. @)

Figura: Equag&o vetorial da reta.

ALGEBRA LINEAR/GARCIGA O., R.



Equagdes da reta
nal
Aplicagdes: Elementos de Geometria Analitica. Equi

EquacGes paramétrica e simétrica da reta

Fazendo V = (v1,Vv»), A= (a1,az) e X = (x,y) temos

Xer={A+tV [teR} & (x,y) = (a1,82) +t(v1,V2) = (a1 +1tvi,82 +1v2) &

X =ag +tvy
y =az +tvy, teR,
conhecida como equagdo paramétrica da reta que passa pelo ponto A com vetor diretor V.

Observe ainda que no caso em que vy # 0 e v, # 0, dita equacdo pode ser re-escrita na forma

X—a — & X—a — &
P P A T=0: TP .
21 Vo Vi V2

que a equacdo da reta na forma simétrica ou simplificada.

ALGEBRA LINEAR/GARCIGA O., R.



Equagdes da reta
nal
Aplicagdes: Elementos de Geometria Analitica. Equi

A reta como graficodey = m(x —a;) +a,

X—ap Y—a .
Note que —— = —— equivale a
Vi Vo

y= (V*2> (x —a1) +a,. (5)
Vi

Ou seja, identificamos a reta r com o grafico da funcéo afim (5) que possui coeficiente angular

v,
(ou inclinagéo) m = 2 passa pelo ponto A = (ag,a,) (Figura 9).
Vi

m=tg(c)=v2/vl

vl

As(al,a2)

Figura: Aretar é o graficoy = m(x —a; ) + az.
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Equagdes da reta
Prc ortogonal
Aplicagdes: Elementos de Geometria Analitica. C

Posicéo relativa entre retas no plano

Considere as retas r e s passando pelos pontos A e B respectivamente e com vetores diretores
V e U respectivamente, descritas pelas suas equacdes vetoriais

r: X = A+tv, teR
s: Y = B+uu, peR.
Entdo temos as seguintes situagdes (excludentes) possiveis:

@ Concorrentes: retas nédo paralelas que se cruzam num Unico ponto. Ou seja, 0s vetores
diretores ndo sdo co-lineares. Entenda-se:

Ao e RV = aU.
@ Paralelas: o € R;V = aU.

@ Iguais (ou coincidentes) : A € s.
@ Diferentes: A ¢ s.

ALGEBRA LINEAR/GARCIGA O., R.



Equacdes da reta
Projecéo ortogonal
Aplicagdes: Elementos de Geometria Analitica. Equagdes do plano

Definicdo da projecéo ortogonal

Sejar ={t-v; t € R}, v € R?\{(0,0)}, uma reta contendo a origem com vetor diretor v, e
suponha que u € R? é um vetor qualquer do plano. Considere entéo o problema de achar
aquele ponto w da reta r que esteja a distancia minima do ponto u (consulte a Figura 10).

Figura: Projecao ortogonal.
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Aplicagdes: Elementos de Geometria Analitica.

Célculo da projecao ortogonal

A condigao da distancia minima implica que o vetor wu = u —w seja ortogonal ao vetor v:
0= (u=w,v) = (u,v) = (W,v) = (U,v) = (W, V).

Por outro lado, w € R implicaw = t*v para algum t* € R; assim,

(u,v) = (t'v,v) =t {v,v) = t" = = w=

A notagao usual para o vetor obtido, w, é Py (u).

Exemplo 10

Determine a projeg&o ortogonal de u = (2, 3) sobre a reta suporte do vetor v = (2,1).

Note que

(v,v)=22412=4+4+1=5 A (uv)=2.24+3.-1=443=7=P,(u) =

g~

(2,1).
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Aplicagdes: Elementos de Geometria Analitica. Equagdes do plano

Equacao vetorial do plano

Sejam U e V vetores ndo nulos de R® nao co-lineares. O plano gerado por U e V e que passa
pela origem O é o conjunto dos pontos:

X =tU+sV, t,seR.
No caso geral, ou seja quando o plano passa por um ponto A fixado e possui vetores diretores
U eV (vide Figura 11), a sua equacéo vetorial é
e X =A+tU+sV, t,scR. (6)

A+tU+

Figura: Planos gerados por U e V passando por O e por A.
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Aplicagdes: Elementos de Geometria Analitica. Equacdes do plano

Equacédo paramétrica do plano

Observe que fazendo X = (x,y,z), A= (aj,az,a3z), U = (ug,up,uz) e V = (v1,vo,v3) obtemos
X € 7t (onde 7t representa o plano definido em (6)) se, e somente se, X é descrito pelo sistema
de equacgdes paramétricas

X =ajp +tup +svy
y =ap +tup +svp
z =ag +tuz +svs, t,seR.

Observacéo 4

Além da informagdo de um ponto contido no plano e dois vetores diretores (ndo nulos) e ndo
colineares existem outras formas de identificar, de forma tnica, um plano. Por exemplo:

@ Trés pontos néo co-lineares A, B e C: basta definirmos U = AB,V = AC e utilizar a
equacao (6).

@ Uma reta e um ponto néo contido nela. Digamos
r: X=A+tv, e B¢gr.

Basta fazer U = AB e montar a equacéo (6) com a informacéo fornecida do ponto A e do
vetor V.
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Aplicagdes: Elementos de Geometria Analitica. Equagdes do plano

Vetor normal a um plano

Um vetor N (ou reta r de vetor diretor N) é dito normal a um plano 7, escreve-se N_L7t (ou r L),
quando for ortogonal a esse plano; ou seja,

(NJX—AY=0, VXem, @

em que A € 7t € um elemento qualquer do plano fixado a priori (consulte a Figura 12).

Nlm

a=[=

]

Figura: Vetor normal a um plano.
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Aplicagdes: Elementos de Geometria Analitica. Equagdes do plano

Calculo do vetor normal.

Em principio, a condicéo N _L7t estd associada a um conjunto infinito de equagées, uma para
cada elemento X € 7, segundo a equacéo (7); contudo, conhecidos os vetores diretores de 7t 0
problema de identificar se N é ou n&o normal a 7t reduz-se a checar se N é ou ndo normal aos
vetores diretores de 7t como descrito na proposicdo a seguir.

Proposicéo 6

Considere o plano 7t que passa pelo ponto A € R® e que possui os vetores diretores U e V (n&o
nulos e nao co-lineares). O vetor N € R3\{(0,0,0)} é normal a 7t se, e somente se, N é normal
a U e aV simultaneamente.
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Pr al
Aplicagdes: Elementos de Geometria Analitica. Equagdes do plano

Demonstracdo da Proposicéo 6.

Da equagdo vetorial do plano temos X € 7t se, e somente se, existirem t,s € R tais que
X=A+t-U+s:V & X—-A=t-U+s-V.

Por outro lado, da equagcdo (7), N_L7t se e somente se (N,X —A) =0, VX € 7; ou seja,

0= (N,X—A) =(N,t-U+s-V)=t(N,U)+s(N,V), Vt,s€R.

Assim, quando N L7, fazendot =1 e s =0 obtém-se 0 = (N,U),i.e, NLU;eparat=0e
s=1,NLV.

Reciprocamente, na hipétese N_LU e N LV tem-se (N,U) =0 = (N, V) e, consequentemente
(N,X —A) =t(N,U) +s(N,V) =t-0+s-0=0, Vt,s€R,

ou seja,
(N,X—A)=0, VXem&NLm
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Aplicagdes: Elementos de Geometria Analitica. Equacdes do plano

Equacao geral do plano

A equacao (7) é conhecida como equacéo geral do plano que passa por A com vetor normal N.

Teorema 7

Considere o vetor N = (a,b,c) € R3\{(0,0,0)}.

a) O plano 7t que passa por A = (xo,Y0,20) € R® e tem N como vetor normal é o conjunto
solugdo da equacdo a(x —Xo) +b(y —yo) +c(z—29) =0.

b) O conjunto solucé@o da equacao linear ax + by +cz = d é um plano perpendicular ao vetor
N

a): NL7msse (N,X —A) =0, VX € 7; 0 que, supondo X = (x,y,z),
N = (a,b,c) € R%\{(0,0,0)} e A = (xo,Y0,20) € R3, equivale a

<(a)b)c)1 (X —Xo,Y 7y01Z720)> = 0) para (X,y,Z) S

a(x—xo)+b(y—yo)+c(z—2z0)=0
b): seja xo, Yo, Zo Uma solugcdo qualquer da equagéo linear em questdo. Entao,
axo + byp +czg = d assim como ax + by +cz =d, VX = (x,y,z) solugdo. Subtraindo

ax +by +cz— (axo+byo+czg) =d—d & a(x —xo) +b(y —yo) +c(z—29) =0.
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Produto exterior (ou vetorial)

A partir da equagéo geral do plano, ax + by +cz = d, pode-se obter faciimente a equagéo
vetorial do mesmo, basta determinar trés solu¢des da equacdo; ou seja, identificar 3 pontos nédo
co-lineares do plano. A reciproca, i.e., como obter a equagéo geral a partir da equacéo vetorial
X =A-+tU +sV, merece uma andlise mais detalhada. Precisamos, apenas, identificar um vetor
normal N ao plano, pois o ponto A é dado; pra isto basta achar, segundo a Proposicéo 6, um
vetor ndo nulo N que seja normal a U e a V simultaneamente. Digamos, entéo, que

U = (ug,up,u3) e V = (vq1,Vp,v3) sdo conhecidos e N = (x,y,z) é um vetor ndo nulo tal que

(N,UY =0 = (N,V) & uiX +Uzy +uzz =0
V1X +Vay +v3z = 0.

Ou seja, o vetor N pode ser escolhido ao longo da reta interse¢do entre os planos de vetores

normais U e V respectivamente (lembre que U e V néo sdo co-lineares) que contem a origem;

ou, equivalentemente, N = (x,y,z) é uma solug&o néo trivial de um sistemas com duas

equacdes lineares homogéneo e trés variaveis (necessariamente de posto 2 e nulidade 1 -vide o

préximo capitulo). Uma dessas solugdes é o produto vetorial de U e V, U x V, definido a seguir:

U XV := (U3 — UaV2,U3Vs —U1V3,U1Va — UpV1) ()]
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Propriedades do produto exterior.

Dados U e V vetores nao co-lineares de R® tem-se
Q@ UL(UxV)eVL(UxV),

Q@ VxU=—(UxV),

Q x(UxV)=(alU)xV =UXx (aV), Vx € R,
Q Ux(aU)=0,VxeR,

Q Ux(V+W)=(UxV)+(UxW), YW € RS,

Exemplo 11

Determine a equacao geral do plano

m: X =(0,1,0)+t(1,—1,1)+s(0,—1,1), t,s€R.

N =(1,-1,1) x (0,—-1,1) = ((-1)1—1(-1),1(0) — 1(1),1(-1) — (~1)0) = (0,—1,-1).
Logo, (x,y,z) € 7t se, e somente se,

0x—0)+(-1)(y—1)+(-1)(z—-0)=05-y+1—-z=0&8y+z=1.
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Posicao relativa entre planos no R3.

Considere os planos 7t; e 71, com equagdes gerais
(N1, X —A) =0 e (N2,Y —B) =0,

respectivamente, em que N1,N, € R3\{(0,0,0)} e A,B € R®. Entéo
@ ou os vetores normais séo co-lineares, N, = xN; para alguma « € R,

@ ou ndo sao co-lineares.

Se for o caso néo co-linear temos planos que se intersectam numa reta; caso contrario, sdo
planos paralelos podendo ainda serem coincidentes ou ndo dependendo de um dos pontos de
7, digamos A, ser ou ndo um elemento do plano 7t,; i.e., dependendo de (N, A—B) ser ou
ndo igual a zero.
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Retas no R", n > 2.

O tratamento vetorial da equagdo de uma reta, trabalhado na se¢éo 1, independe da dimenséo
do espaco R", n > 2. Basta um ponto em A € R" e uma diregdo V € R"\{O} para
identificarmos a reta r, que passa por A na direcédo de V, com o conjunto formado de todos os
vetores ou n—uplas X € R" tais que

X=A+t-V, teR.

Mais ainda, fazendo A = (ay,...,a,) € X = (X1,...,Xn), X €1 se, e somente se,
X1 =ag +tvg
Xp = ap +tvp

Xn = a@n +tvp, teR,

ou ainda, pro caso em que v; #0, Vi =1,...,n, X €r se, e somente se,

Xi1—ap Xpg—ap Xn —an

Vi V2 Vn
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Planos no R", n > 3.

No caso de planos, o tratamento natural em dimensdes maiores a trés se da via a equagao
geral; ou seja, usando uma diregdo normal N = (vy,...,vy) € um ponto A = (ag,...,a,) do
plano 7. Deste modo X = (Xy,...,X,) € 7T Se, e somente se,

(N,X —A) =0& vi(x; —ar) + -+ Vn(xn —an) =0.

Claro, que para n = 4 néo bastariam dois vetores diretores para gerar o plano via as operagoes
algébricas de soma e multiplicagéo (como é caso de um plano em R3); na verdade seriam
necessarios trés vetores pois uma das variaveis, digamos x4 passaria a depender de outras trés
variveis livres (e ndo apenas duas como é caso de um plano em RR3): supondo v4 # 0,

3
Vi(xy —ar) +va(x2 —az) +vi(xs—az) +va(xs—as) =0 & x4 :d+Z“iXiy
i=1

para certas constantes o, &2, o3 € d. De forma analoga, para n = 5 seriam necessarios 4
vetores e assim sucessivamente. Voltaremos a este assunto com a teoria de subespagos
vetoriais gerados.

Observacéo 5

Note que um plano em R" é o grafico de uma fung&o (afim) com n— 1 variaveis; logo, uma
hiperficie (n > 4) (consulte, por exemplo, [4, Cap.V,Sec.13]). Em particular, “os
planos"Hy,q ={x € R"; (N,x) =d}, em n > 4, costumam ser chamados de hiperplanos.
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