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Matrizes O conceito de matriz e classificagdo basica

Outras ope

Matriz: A =

Chamamos de matriz uma tabela de elementos dispostos em linhas e colunas. Os elementos de
uma matriz podem ser nimeros, fun¢des ou ainda outras matrizes. A notagéo usual para a
matriz A de ordem m X n, relativo a m linhas e n colunas, que possui na posi¢éo descrita pela
linhai e coluna j o elemento a;; &

ai;z a2 o n

a1 Az -t A
Amxn = [aij}mxn =

@mi  @mz -° Amn

B = [3 0 1] representa a matriz chamada B de uma linha e trés colunas (ordem 1 x 3) que
possui os elementos by; =3, b1 =0e bjz =1.

Exemplo

| A\

C = [0]1x1 € uma matriz de uma Gnica linha e uma Unica coluna, com um Gnico elemento:
c11 =0.
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Matrizes O conceito de matriz e classificagdo basica
el "

Exemplo

O valor da passagem aérea Rio-S&o Paulo varia conforme a data e empresa, tempo de
antecedéncia da compra, etc. Foi observado, por exemplo, que o preco médio da passagem em
9 de junho e 2017, para viajar na mesma data, cobrado pelas empresas GOL, Avianca e LATAM
foi de R$ 971, R$ 1084 e R$ 1339 respectivamente enquanto que para viajar dois dias depois,
no 11 de junho, o valor médio da passagem era de R$ 629, R$ 586 e R$ 1184 respectivamente.
Podemos entdo organizar o preco das passagens numa tabela com duas linhas, uma por data, e
trés colunas, uma por empresa; ou, equivalentemente, arranjar apenas a informagéo numérica
relevante numa matriz P:

Data/Empresa GOL Avianca LATAM
Mesma Data R$971 | R$1084 | R$ 1339 — P=
+2 Dias R$ 629 R$ 586 R$ 1184

971 1084 1339
629 586 1184

Assim, por exemplo, o elemento p,3 = 1184 da matriz P representa o preco médio operado pela
empresa LATAM, numa passagem Rio-S&o Paulo para 11 de junho de 2017, a ser negociada
com dois dias de antecedéncia.
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Matrizes nceito de matriz e classificagé@o basica

es

Definigao

Duas matrizes A = [ajjlmxn € B = [bjjlpxq Sd0 iguais quando m =p, n = q e aj = by, Vi,j.
Nesse caso escrevemos A = B.

A matrizes B = [3 0 1], anterior, ¢ diferente da matriz D do exemplo a seguir

D= | 0 | representa uma matriz de ordem 3 x 1 de elementos d;; =3, dy; =0edsz; =1.

3
[301]# | 0 |, pois1x3%#3x1 (ordens diferentes).
1

As matrizes a seguir séo iguais:

3.5 1 €] [ 15 cos(0) 1
2 -3 0|
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Matrizes O conceito de matriz e classificagdo basica
Alg matriz
Outra

Tipos especiais de matrizes:

@ A matriz nula de ordem m x n: Omxn = [Olmxn-

@ Matriz coluna: aguela que possui uma Unica coluna (Vide Exemplo 4). Também
identificada como um vetor coluna.

© Matriz linha: aquela que possui uma Unica linha (Vide Exemplo 1). Também identificada
como um vetor linha.

© Matriz Quadrada: aquela cujo de nimero de linhas é igual ao nimero de colunas. Se dito
ndmero for n dizemos que possui ordem n no lugar de ordem n X n.Entre as matrizes
guadradas podemos identificar as

1 2 3
o Triangulares superiores: A = [a;j]nxn, tais que ; =0, Vi > j. Porexemplo, | 0 4 5 |,
0O 0 6
0o 2 3 0o 0 3
0o 0 5 |, 0 0 0 |,etc
0O 0 6 0O 0 O
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Matrizes

Tipos especiais de matrizes (Cont.)

1 0 O
@ Triangulares inferiores: A = [aij]nxn, tais que aj = 0, Vi < j. Por exemplo, 2 4 0 |,
3 5 6
0 0 O 0 0 O
2 4 0|, 2 0 0 |,etc
3 5 6 0 5 0
1 0 O
@ Diagonais: A = [aj]nxn, tais que aj =0, Vi #j. Porexemplo, | 0 4 0 |. Note que
0O 0 6
toda matriz diagonal € triangular superior e inferior simultaneamente.

o Identidade: A = [aj]nxn, tais que aj =0, Vi #j e aj =1,i =1,...,n. Ou seja, a matriz
identidade é uma matriz diagonal em que todos os elementos da diagonal s&o iguais a um.
Exemplos:

1 0 O
|2:{é 2] I3=| 0 1 O
0 0 1

@ Simétricas: A = [aj]nxn, tais que aj = aj, Vi,j. Exemplos: Onxn, In, qualquer matriz

1 2 3
diagonal, | 2 4 5 |, etc.
3 5 6
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Matrizes

A matriz como um arranjo de vetores

()
()
A= ,
am(.)
em que a;(.) = (a11,812,---,81n), 8(.) = (821,822,---,82n), =+, m(.) = (@m1,8m2, - -+ 8mn);

assim, A pode ser identificada com um elemento em R™".

De forma anéloga, A arranja n vetores coluna em R™: A= [a(.); a(.), ---a(.)nl, em que

an a2 ain

az az azn
A = y A2 = ’ » @)=

am1 am2 amn
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Matrizes O eito de matriz e
Algebra de matrizes

Outras ope

No universo das matrizes, pode-se operar a soma e a multiplicagdo por escalar de forma
razoavel gerando uma estrutura algébrica tdo bem comportada quanto R", +, -. Para tal, seja
M(m,n) :={A = [ajlmxn; aj € R} o conjunto de todas as matrizes com entradas reais e ordem
m x n prefixada. Estabeleceremos uma operagéo de soma, + : M(m,n) x M(m,n) — M(m,n),
e uma operagao de multiplicag&o por escalares reais, - : R x M(m,n) — M(m,n), que coincide
exatamente com as operagdes correspondentes em R" para o caso M(1,n).

Dadas as matrizes de niimeros reais e da mesma ordem A = [ajjlmxn € B = [bjj]mxn define-se a
matriz soma como sendo

A+B =[Cjlmxn; Cj=aj+bj Vij.

1 -1 =il 0 1-1 —-1+0 0 -1
3 0 |+ 0 -0 (|=| 3+0 0+0 (=| 3 0
0 0 1 -1 0+1 0—-1 1 -1
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Matrizes O conceito de matriz e classificagéo basica
Algebra de matrizes

Outras operagdes

Também no universo das matrizes reais de ordem fixada m x n define-se a multiplicagdo por um
escalar « € R da seguinte forma:

“[aij}mxn = [“aij}mxn-
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Matrizes O conceito de matriz e cl
Algebra de matrizes
Outras operagdes

Propriedades de M(m,n),+, -:

Dadas as matrizes de nimeros reais e da mesma ordem m x n e os nimeros reais « e 3 valem
as seguintes propriedades

O A+B=B+A

Q@ A+(B+C)=(A+B)+C

Q A+0=A

Q A+(—1)A=0

Q a(BA) = (xp)A

Q 1-A=A

Q@ x(A+B)=aA+aB

Q (x+pB)A= A+ BA.

Observagao

A proposigéo acima diz que o conjunto M (m,n) munido das operagdes soma (+) e
multiplicag&o por escalar (-) € um espago vetorial (real).
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Matrizes 13 e classificag

Outras operages

Transposicao de matrizes

Dada uma matriz A = [ajj]mxn podemos obter outra matriz AT = [bjjJnxm cujas linhas sdo as
colunas de A, isto é, b = aj Vi,]. AT, assim definida, é chamada transposta de A (também
denotada A’).

b
Dados Anxn € x € R
QO (A1) =A
@ (A+B)T =AT +BT
Q (aB)T =aBT
@ A é simétrica se, e somente se, AT = A.
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Matrizes

Al mat S
Outras operagoes

Produto de matrizes

Sejam A = [ajj]mxn € B = [bst]nxq Matrizes de nlimeros reais. Define-se o produto AB como
sendo a matriz C = [Citlmxq €M que paracadai € {1,...,m}ecadat € {1,...,q}, ci é 0
produto interno dos vetores representados na linha i de A e na coluna t de B:

n
cit = (ai(), (b)) = Zaikbkt~
k=1

1 -1 L3 1-1—1-(—-1) 1-3—1-0 2 3
3 0 { 10 }: 3-140-(—1) 3-3+0.0 |=| 3 9
0 0 0-1+0-(—1) 0-3+0-0 0 0

\

Note que o nimero de colunas da matriz a esquerda do produto precisa coincidir com o nimero
de linhas da matriz a direita do produto para que a multiplicagdo faga sentido.
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Matrizes

Outras operagdes

Propriedades da multiplicacdo de matrizes.

Sejam A, B e C matrizes de nimeros reais. Entao (desde que executavel cada multiplicagio
descrita)

QO Al=A=IA

@ A(BC) = (AB)C

© A(B+C)=AB+AC
Q@ (A+B)C=AC-+BC
@ (AB)T =BTAT

Q@ OA=0eA0=0

Observacéo

A operacédo de multiplicacdo de matrizes ndo € comutativa.
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Matrizes O conceito de mat
matrizes
utras operagoes

Exemplo relativo ao preco de passagens aéreas

Seja P a matriz do Exemplo 3 relativo ao prego de passagens aéreas e Q = %(l, 1,1)7. Entéo,

PQ = 971 1084 1339 1?2 | (971+1084+1339)/3 | | 1131.33
T | 629 586 1184 1/3 (6294586 +1184)/3 | 799,66 |’

ou seja, o produto PQ calcula a média do prego das passagens da GOL, Avianca e LATAM:
@ comprando na mesma data do voo (R$ 1131.33 na primeira linha de PQ)

@ ou comprando com dois dias de antecedéncia (R$ 799,66 na segunda linha de PQ).
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Matrizes

Outras operages

Dada a matriz quadrada de nimeros reais (ou complexos) A = [aj]nxn define-se
Trago(A Z,, aj = a1 +---+Ccnn, OU Seja, a soma dos elementos da diagonal principal da
matriz. O trago também é denotado por tr.

Exemplo

[uey
w
2

SeA:{ 1 o }entaotr(A):1+0:1.

v

Dadas as matrizes quadradas A e B e 0 escalar « (real ou complexo)
Q tr(A+B)=tr(A)+tr(B)

Q tr(xA) = «atr(A)
Q tr(AT) =tr(A)
@ tr(AB) =tr(BA) quando A e BT possuem a mesma ordem.
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assificacéo

Sistemas de Equagdes Lineares stodo de Eliminal
Sistemas homog

Considere o problema de achar dois nimeros reais x e y para 0s quais
X+2y =0 e 2x+y =0,

isto é, achar um par ordenado (x,y) € R? que satisfaz simultaneamente as equacdes acima.

Dito problema é um caso particular de sistema de equagdes lineares:

ai1X1 +agoXg + -+ - +amXn = by
az1X1 +agaXg + -+ - +axnXn = by
Am1Xy +amaX2 + - +amXn = bm.
Aqui, aj € R,i=1,...,n,j=1,...,m, sdo chamados coeficientes; bj, termos independentes;

Xj, variaveis ou incognitas; m, nimero total de equacdes; e n, nimero total de variaveis.
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Sistemas de Equagdes Lineares

Substituicdo e eliminacao

Voltando ao caso particular do sistema descrito em 10, da primeira equagdo x = —2y e
substituindo na segunda equag&o obtemos

2(-2y)+y=0& —4y+y=0& -3y =0&y =0.

Consequentemente, x = —2y = —2(0) = 0. Obtendo x =0 e y = 0 como as Unicas solugdes
possiveis do problema.

Observacao

O método empregado € chamado substituicdo e pressupde a possibilidade de obter uma
variavel em fungéo das outras para substitui-la nas equacdes restantes diminuindo a dimenséo
do problema.

Uma ideia similar e passivel de ser aplicada é a eliminag&do de variaveis. Por exemplo, no
problema em questao (10) podemos multiplicar a primeira equagao por 2 e subtrair-la da

segunda:
Xx+2y =0 X2 2x+4y =0
+2y=0, (x2) _ tay =0, 0= 2x—2x 1y 4y — 3.
2x+y =0 2x+y =0

Assim, ficamos com o sistema de solugdo trivial

X +2y =0,
=0 =0).
{ Cay—o Y (=x=0)

ALGEBRA LINEAR/GARCIGA O., R.



Classificagdo
Sistemas de Equagdes Lineares stodo de Elimii

mas homog

Exemplo

Suponhamos agora que o sistema seja

x+3y =1,
2x +6y =2.

Solugao (Eliminagéo)

lp:=ly—21
X+3y=1 X+3y=1
t¥y =1 = t¥y =1 =x+3y=1.
2X 46y =2 Ox+0y =0

Logo, todos o pares ordenados da forma (1 —3y,y), y € R, s&o solugdes.

Neste caso temos um ndmero infinito de pares de nimeros reais que satisfazem o sistema de
equacdes lineares: dizemos que é compativel (ou possivel) indeterminado. No caso anterior, ou
seja quando o sistema possui uma Unica solucéo dizemos tratar-se de um sistema de equagdes
lineares compativel (ou possivel) determinado.
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Classificagdo
Sistemas de Equagdes Lineares Método de Elimina

nas homog

Considere o sistema

x+y =1,
2x 42y =3.
o
Solugao (Eliminacéo)
lpi=l—2l
=1 =1

S0 AT S A SR R
2x+2y =3 Ox+0y =1

Logo, ndo possui solugdo.

O sistema é classificado como incompativel ou impossivel quando ndo tem solugéo, que é o
caso deste exemplo.
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Classificagdo
Sistemas de Equagdes Lineares stodo Elimina
mas horr

Questbes essenciais sobre SEL

Assim, dado um sistema de equagdes lineares estaremos interessados nas seguintes questdes:

@ Possui solugéo?
@ Quantas solugdes possui?
@ Existe algoritmo eficiente para calcular as solugées?

A resposta a estas questdes pode ser achada no Método de Eliminacdo Gaussiana.

ALGEBRA LINEAR/GARCIGA



Classificagéo
Sistemas de Equacdes Lineares Método de Eliminacdo Gaussiana

Sistemas homogéneos

Note que se arranjamos os coeficientes dos sistemas de equagdes lineares 10, 11 e 12 como
equacdes matriciais obtemos

e M MR B MR |

No caso geral, o sistema pode ser descrito na forma

Ax =b,
onde
aj;;  ap ayn X1 by
a1 ax azn X2 by
A = [ajjlmxn = y X = e b= ,
Qmi  @m2 °*° amn Xn bm

ou seja, A é a matriz de coeficientes com m linhas, uma para cada equagéo, e n colunas, uma
para cada variavel; x é o vetor (coluna) de variaveis e b é o vetor de termos independentes.
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sificagdo
Sistemas de Equacdes Lineares Método de Eliminacdo Gaussiana
mas horr 0S

Matriz ampliada

Note ainda que adicionando o vetor de termos independente a matriz de coeficientes obtemos
uma matriz ampliada que carateriza o sistema de equacdes lineares Ax = b:

aig ap - a;m | b
ap ap - anm | b
[Alb] =
|
ami @m2z - am | bpm

Nos exemplos anteriores temos as matrizes ampliadas
1 2 | 0 13 | 1 R 11 | 1
2 1 | o} 2 6 | 2 2 2 | 3

respectivamente.
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acdo

Sistemas de Equacdes Lineares Método de Eliminacdo Gaussiana

stemas homc

Observe agora o efeito da eliminacéo, efetuada para resolver cada um dos sistemas, sobre a
matriz ampliada:

1 2 | o 1 2 | o0
{21\0} — {0 _3\0] @)
13 | 1 13 | 1
{26\2} — [oo\o} @
11 | 1 11 | 1
[22\3} — [00\1} @

As matrizes “reduzidas"ficam triangulares superiores.

O processo de eliminagdo Gaussiana é um algoritmo para reduzir a matriz via operagdes
elementares em matrizes linha-equivalentes (em que os sistemas resultantes possuem as
mesmas solucdes).
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sificagdo
Sistemas de Equacdes Lineares Método de Eliminacdo Gaussiana
mas horr 0S

Operacoes elementares e forma escada

As operagdes consideradas elementares (e que ndo alteram a solugéo do sistema) séo:
(i) permutacdo de duas linhas,

(i) modificagdo de uma linha pela adicdo de um mdltiplo ndo nulo de outra linha; e
(iii) multiplicacdo de uma linha por um real ndo nulo.

O processo de eliminagéo termina quando a matriz esta na forma escalonada (ou escada):

(S1) Cada coluna que contém o primeiro elemento ndo nulo de alguma linha tem todos seus
outros elementos abaixo desse iguais a zero.

(S,) Toda linha nula ocorre abaixo de todas as linhas n&o nulas.

(S3) Seaslinhas 1,...,r sdo as linhas ndo nulas e se o primeiro elemento ndo nulo da linha i
ocorre na coluna ki, entdo k; < kp < --- <k, (forma escada).
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ific
Sistemas de Equacdes Lineares Método de Eliminacdo Gaussiana

mas homog

Variac6es da forma escada

Observacéo

Dependendo da bibliografia, a definicdo de matriz reduzida a forma escada (vide, por exemplo,
[1, 2.4.1]) pode incluir a condic&o:
(a) o primeiro elemento ndo nulo de uma linha ndo nula é 1.

E também pode incluir a seguinte alteragdo de (S;):
(b) cada coluna que contém o primeiro elemento n&o nulo de alguma linha tem todos seus
outros elementos iguais a zero.

Estas altera¢des séo perfeitamente admissiveis com o uso de ferramentas computacionais;
porém, podem ser inconvenientes quando o célculo é feito manualmente. Da mesma forma, o
relaxamento das condig¢Ges exclui a unicidade da linha-equivaléncia de uma matriz qualquer a
uma matriz linha-reduzida a forma escada (Vide [1, 2.4.3]).
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Classificagdo
Sistemas de Equacdes Lineares Método de Eliminacdo Gaussiana

Sistemas homogéneos

0 2 1
Amatriz [ 1 0 3 | n&o estanaforma escada pois néo verifica (S3).
0 0 O

| N

Exemplo
1 0 3

Amatriz | 0 2 1 | estanaforma escada.
0O 0 O

Observacéo

Como a matriz escada € uma matriz triangular superior se o sistema tiver solucéo Unica ela sera
obtida trivialmente a partir do sistema equivalente escalonado.
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Classificagéo
Sistemas de Equacdes Lineares Método de Eliminacdo Gaussiana

Sistemas homogéneos

Defini¢éo (Posto e nulidade)

Dada uma matriz Amxn, Seja Bmxn uma matriz linha-equivalente a A e reduzida a forma escada.
O posto de A, denotado por p, € o nimero de linhas nédo nulas de B. A nulidade de A é o
ndmero n —p.

O posto de uma matriz coincide com o total de vetores linha da matriz que n&o resultam dos
outros vetores linha via opera¢des de soma e multiplicagdo por escalar (operagées lineares); em
particular, se o posto for maximo (m, em que m é o nimero de linhas da matriz) nenhuma linha
decorre linearmente das outras e, se ndo for maximo entéo alguma linha decorre linearmente
das outras. Estes conceitos sédo conhecido como independéncia e dependéncia linear.

No caso particular da matriz ampliada [A|b] associada ao sistema de equagdes lineares
AmxnX = b, o posto de [Alb] corresponde ao nimero de equacdes essenciais (ndo
redundantes) do sistema enquanto que a nulidade fornece a diferenga entre o nimero de
variaveis do sistema e o nimero de equagdes essenciais do mesmo.
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Cl
Sistemas de Equacdes Lineares étodo de Eli

Sistemas hom:

Voltando aos exemplos temos, das equagdes (1)-(3), que

Exp.10: { é —23 } 8 } posto(A) =2, posto[A|b] =2, nulidade(A)=0.
1 3 | 1 .

Exp.11: 0 0 | 0 posto(A) =1, posto[A|b] =1, nulidade(A)=1.

Exp.12: [ é é } 1 } posto(A) =1, posto[A |b]=2.

Observacéo

Nos exemplos 10 e 11 o posto de A coincide com o posto de [A | b] e, como j& observamos, s&o
sistemas compativeis. No exemplo (12) o posto de A é diferente do posto de [A | b] e estamos
no caso de um sistema incompativel.

Observacéo

Nos sistemas compativeis 10 e 11 também observamos outra coincidéncia. No exemplo 10 a
nulidade é zero coincidindo com unicidade da solu¢éo e no exemplo 11 a nulidade é positiva
sendo um sistema indeterminado.
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sificacéo
Sistemas de Equacdes Lineares Método de Eliminacdo Gaussiana
mas horr

Classificacao de SEL via posto e nulidade

Teorema

O sistema de equagdes lineares Ax = b é compativel se e somente se posto(A) = posto[A | b].
Mais ainda, no caso compativel ha uma unica solugdo se e somente se nulidade(A) = 0.

Demonstracao

Caso posto(A) # postolA | b], o sistema equivalente possui (a0 menos) uma equag&o do tipo
0= Bj = 0; o que corresponde a incompatibilidade de sistema; caso contrario, a nulidade
descreve o nimero de variaveis necessarias (e suficientes) para descrever (linearmente) o
conjunto solugédo do sistema e, obviamente, mesmo que seja apenas uma, o conjunto solucéo
seria infinito (uma solugéo para cada nimero real). O
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Cl
Sistemas de Equacdes Lineares étodo de Eli
Sistemas hom

Resolva
X—3y+6z=-1

2x —5y +10z =0

3x —8y +17z =1.
1 -3 6 | -1 o) 1 -3 6 | -1
2 -5 10 | |2 -~ |2 73|1 o 1 -2 | 2
3 -8 17 | 1 A o 1 -1 | 4
1 -3 6 | -1
|3 = |3 — |2 0 1 —2 ‘ 2
o o 1 | 2

Entdo o posto de A é igual ao posto de [A | b] e igual a 3 e o sistema é compativel. Além disso,
a nulidade de A é zero garantindo que o sistema € determinado.

Para obtermos a solug&o: de I3, z = 2; substituindo em |, obtemos y —2(2) =2, logo,
y=2+4=6;e,del,

Xx—3y+6z=—1=>x—3(6)+6(2)=—1=>x=—1+6=5.
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€ cd0
Sistemas de Equacdes Lineares Método de Eliminacdo Gaussiana
Sistemas homogéneos

Resolva

X+y—z=0
X+y+z=0.

11 -1 ] o bl 11 -1 ] o
11 1 | o 2=k h o0 2 | o0
= posto(A) = 2 = posto[A | b] nulidade(A) =3—2=1.

Entdo o sistema é compativel indeterminado. Para obtermos a solugéo note que de |, na matriz
linha-equivalente reduzida concluimos z = 0. Substituindo em I; obtemos x +y =0, i.e.,
y = —x. Logo, o conjunto solucéo é

{(X,—X,O) ‘ X € R}

ALGEBRA LINEAR/GARCIGA O., R.



Sistemas de Equagdes Lineares

Sistemas homogéneos

Considere o caso em que o termo independente b € uma matriz coluna nula: Ax = 0. Entéo, a
primeira observagédo imediata a ser feita é que a escolha trivial x; = 0, Vi, é sempre solugdo do
sistema; ou seja, os sistemas lineares homogéneos sempre sdo possiveis.

Isto também decorre do Teorema acima, que carateriza os sistemas lineares, posto que a matriz
ampliada [A|0] ndo permite alteragBes na Gltima coluna (nula) via operacdes elementares e,
consequentemente, posto[A|b] = posto(A).

Quanto ao conjunto solugéo ser indeterminado ao néo, dependera da nulidade da matriz A.

No caso do Exemplo 10 temos um sistema homogéneo com a solugéo trivial x =0 =y
(determinado).

ALGEBRA LINEAR/GARCIGA



Sistemas de Equagdes Lineares jo de Eliminagéo Gau:
Sistemas homogéneos

Influéncia de Ax =0 em Ax = b.

Se considerarmos a parte homogénea do sistema no Exemplo 11
X +3y =0,
2x 46y =0;

ue, via operacgdo elementar I, := |, —2lq,
2 6 | 0 q perag 2 2 1

obtém-se a matriz ampliada {

5 - . 1 3 | 0
reduz-se a matriz linha equivalente escalonada 00 | ol

posto(A) = 1 = posto[A|0] e nulidade(A) = 1; assim, o sistema & possivel e indeterminado e
com uma variavel, digamos y, descreve-se todo o conjunto solugao:

So=1{(x,y) €R% x =—3y,y e R}={(-3y,y); y e R}={y - (—3,1); y €R}.

Note que o conjunto solucéo, Sy, do Exemplo 11, ndo-homogéneo, mas do qual tiramos a parte
homogénea para ilustrar, verifica

Sp={(1—3y,y); y € R} ={(1,0)+y(-3,1)} = (1,0) + So.
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;E0
Sistemas de Equagdes Lineares Método de Eliminag
Sistemas homogéneos

Influéncia de Ax =0 em Ax = b (Cont.)

Ou seja, a solucdo do sistema ndo homogéneo é a translacédo da solucéo do homogéneo por
uma solugao particular (especifica qualquer) do ndo homogéneo, no caso escolhemos

(x,¥) = (1,0).

Teorema

Suponha que o sistema Ax = b possui soluc&o, que x é uma das solucées e que Sy, representa

o conjunto solugdo desse sistema. Entdo, S, = X +Sg em que Sy € o conjunto solugdo da parte
homogénea Ax = 0.

Demonstracdo

Temos Ax = b e, supondo que x € Sp, também Ax = b; logo,

AX—AX=b—b &S A(Xx—X)=0& x—Xx € Sgp & X € X+ Sp.

ALGEBRA LINEAR/GARCIGA O., R.



Modelo Keyr

Equilibric
Aplicacbes ullior

Considere o modelo simples de renda nacional:
Y=C+I1+G e C=a+by

emque Y é arenda (agregada) ou produto nacional, C é o consumo (agregado), | representa o
investimento e G os gastos do governo; o parametro a é a parte autbnoma do consumo (parcela
que ndo depende da renda) e o parametro b é a fragéo da renda que é gasta no consumo (ou a
propensédo marginal a consumir, 0 < b < 1).

Questéo

Supondo I, G, a e b dados, mostre que o modelo pode ser descrito na forma matricial Ax =d

em que
1 1 Y I+G
(4 2] i) o]
Mostre que o sistema possui solucéo Unica e resolva o modelo para obter Y e C em funcéo dos
dados do problema.
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nda nacional.

Equilibrio mercado.
Aplicacbes ullior :

Solucédo do modelo simples de renda nacional

Para checar a representac@o matricial basta efetuar o produto Ax e comparar e igualar a d:
1 —1 Y Y—-C ? I+G
w5 L] =] e [ 2= e

Y-C=I1+G Y=C+I+G
<:>{bY +C=a <:>{C—a+bY.

Note agora que a matriz ampliada possui posto maximo 2, assim como A:

o 1 -1 | 146G 1 -1 | I1+G
Wd]‘{ b 1 | a }H{ 0 1-b | at+b(itc) |» 17PFO
Logo, a nulidade é zero e o sistema possui solu¢éo Unica:
. a+b(l+G) ) a+l+G
Cfr=—— e Y'=C'+(1+G) = ———
1—b +(+6) 1—b
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Modelo Keynesiano de renda nacional.

~ Equilibrio geral de mercado.
Aplicacbes

Variagc6es do modelo

Questao

Considere a seguinte variante do modelo simples de renda nacional que inclui imposto sobre a
renda:
Y =C +lp + Go, C=a+b(Y—T) e T=d+ty

em que C é o consumo (agregado) como funcéo da renda descontado o imposto T, lg
representa o investimento e Go 0s gastos do governo; o parametro d > 0 é o imposto fixo
(independente da renda) e t é a taxa de imposto sobre a renda, 0 <t < 1. Descreva o modelo
no formato matricial e determine, se possivel, as variaveis endégenas Y, C e T em funcao das
exogenas lg, Go e dos parametros a, b, d e t do modelo.

Questao

Considere a variante do modelo Keynesiano simples de renda nacional em gue o governo gasta
uma fragéo da renda:

Y=C+lp+G, C=a+b(¥—Ty) e G=gY

em que T € um imposto sobre a renda (exégeno) e g é a fragdo da renda gasta pelo governo
(0 < g <1). Descreva o modelo no formato matricial e determine, se possivel, as variaveis
enddgenas Y, C e G em funcéo das exdgenas lp, To € dos parametros a, b e g do modelo.
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Aplicacbes

Considere um mercado com trés mercadorias em que a demanda de cada uma delas leve em
conta ndo apenas o efeito do seu proprio preco mas também os precos das outras duas
mercadorias relacionadas: Qg = Qq; (P1,P2,P3),i=1,2,3.

Suponha, analogamente, que as fungdes de oferta Qs; = Qs; (P1,P2,P3), i = 1,2,3, também
possam levar em conta o prego de outras mercadorias.

A questdo entdo é sobre a existéncia ou ndo de um vetor de pregos P = (P1,P,,P3) que deixe
o mercado em equilibrio; ou seja, que iguale oferta e demanda por cada mercadoria: Qg; = Qs;,
i=1,2,3.

Quando ditas fungfes sao afins, o problema pode ser reduzido ao estudo de um sistema de
equacdes lineares

Questéo

Determine se h& ou ndo equilibrio de mercado e o vetor de precos no caso a seguir:
Qq; =10—2P; +P2—P3, Qs; =—2+3P1—P3;  Qq, =14+P1—P2—P3, Q5, =—1+2P;

e
Qdy =20—P1+P2—P3, Qs; =—4—P1—P,+3Ps.
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