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Extraindo uma base de um sistema gerador
Dime A0

Completando um sistema LI até obter uma base

Seja V (K),+, - um espaco vetorial e considere a familia (ou conjunto) de vetores vi,Vz,...,V,
em V. Quando
o vet{vy,vs,...,vp} =V, e

@ 0s vetores vi,Va,...,V, S80 linearmente independentes,

diz-se que os vetores vi,Va,...,V, sdo (ou formam) uma base de (em) V (e que V é um espaco
vetorial finitamente gerado).

Observacéo 1

Uma base em V é, consequentemente, um sistema gerador do espago com uma quantidade
minimal de vetores (dentre eles nenhum é redundante do ponto de vista linear).

Exemplo 1 (Base candnica)

v1 = (1,0), v = (0,1) formam uma base de R2.

vet{vy,vo} = {1 (1,0) + &2(0,1); oz, a2 € R} ={(0u1, x2); oz, 2 € R} =R* (gerador)

o1(1,0) + x2(0,1) = Ogz = (0,0) & (x1,x2) =(0,0) & x1 =0=xp (LI).

THa espaco vetoriais que ndo s&o finitamente gerados, por exemplo, o das fungdes reais definidas em todo R -prove!

ALGEBRA LINEAR/GARCIGA



0 O 1 0
espago vetorial das matrizes simétricas de ordem dois.

1 1
Mostre que Mlz{ 0 :|,M2: { 0 ] eMaz{ 8 2 } formam uma base do

@ O espaco vetorial gerado por My, Mz, M3 coincide com todo o espaco das matrizes
simétricas de ordem dois:

Sejam a, b e c reais quaisquer. Entéo,

aM1+bM2+cM3:{g 8]+[g g]+[8 2}:{23 b].

. . a
Desse modo, quando a, b e ¢ percorrem todos 0s niUmeros reais, A = {

b ercorre
b ¢ P

todas as matrizes simétricas de ordem dois.

@ Independéncia linear de M1, Mz, Ms:

aM1+bM2+cM3:o<:)[ S 2 }:{ 8 8 } Sa=0=b=c.
O
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O espago vetorial das fungdes afins, %<1, admite a base {f, g} ={1, x} em que f é a funcéo
constante e igual aum, i.e., f : R — R; f(x) =1, Vx € R; e g é a fungéo identidade de RR; ou
seja, g: R -5 R; g(x) =x, x € R.

o f e g formam um sistema gerador desse espago:
c1f(x) +c29(x) = c1 +c2x = Vet{f, g} = P<.

@ Independéncia linear dessas fungdes:
Suponha que c;f +c2g9 =0, ou seja,
cif(x)+cg(x) =0, Vx R &g +cx =0, Vx €R;

entdo, o polinémio c; + c,x coincide com o polindmio de grau zero p(0) = 0; o que, por
sua vez, implicac, =0ecy =0.
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Extraindo uma base de um sistema gerador
Dimens&o

Completando um sistema LI até obter uma base

Trataremos a seguir a questédo da construgdo de bases num espaco vetorial finitamente gerado
seja extraindo um sistema linearmente independente de um sistema gerador, seja completando
um sistema LI até obter um sistema gerador.

Proposition 1

Sejam vy, Vy,...,V, vetores ndo-nulos que geram o espaco vetorial V, V = Vet{vy,Va,...,V}.
Ent&o, dentre estes vetores podemos extrair uma base de V.

Demo.: Se o sistema vi,V»,...,V, for LI ndo tem nada a fazer, pois sendo gerador ja é uma
base.

Caso contrario, com base na dependéncia linear, podemos-se garantir que algum deles é
combinagao linear dos restantes, i.e.,

Jjef{d,...,n}; vjeVet{vy,...,Vi_1,Vj11,...,Vn}

= V =Vet{vi,...,Vj—1,Yj4+1,..-,Vn}
voltando, assim, a hipétese inicial do sistema gerador, agora, com um elemento a menos.

Repetindo o argumento finitas vezes, se necessario, ficaremos com um sistema ainda gerador e
linearmente independente: uma base. O
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Extraindo uma base de um sistema gerador

do um sistema LI até obter uma base

Exemplo 4
{(—1,0),(1,2)} € uma base de Vet{(—1,0), (1,2),(0,2)}.

istema gerador e ainda obter

(0,2) = (—1,0) + (1,2); assim, pode-se eliminar (0,2) do s
),(1,2)} & uma base (de R?).

Vet{(—1,0), (1,2)} = R?; sendo (1,0) e (1,2) LI, {(—1,0

Proposition 2

Seja V = Vet{vy,Vs,...,v,} um espaco vetorial finitamente gerado por uma quantidade n de
vetores. Entéo, qualquer conjunto de vetores em V com mais de n elementos é
necessariamente LD.

Demo.: Consulte o material [3].

Coroléario 1

Seja V um espaco vetorial finitamente gerado. Entdo todas as bases de V possuem a mesma
quantidade de elementos.

Demo.: Sejam {v1,Va,...,Vn} € {W1,Ws,...,wn} bases em V. Sabe-se que
Vet{vi,Vvp,...,vh} =V e que {w1,W>,...,wn} & um sistema LI entdo, pela Proposi¢do 2, m < n.
Analogamente, V = Vet{w;,W,...,Wny} e {v1,V2,...,vy} LI implicam n < m. Assim,m=n. 0O
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Extraindo uma b
Dimenséo
Completando um sistema LI até obter uma base

Definigdo 1

A dimenséo de um espagco vetorial € o nimero de elementos de uma base qualquer dele.

A dimenszo de R? ¢ dois (vide Exemplo 1).

Em geral, Dim(R") =n.

Exemplo 6

A dimensé&o do espago vetorial das matrizes simétricas de ordem dois é trés (Vide Exemplo 2).

A dimens&o de &<; é dois (2) (Exemplo das funcdes afins).

Em geral, Dim(Z<,) =n+1.
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Extraindo uma base de um sistema gerador
Dimenséo
Completando um sistema LI até obter uma base

Proposition 3

Qualquer conjunto LI num espaco vetorial de dimenséo finita pode ser completado até formar
uma base.

Demo.: Seja {v1,Vz,...,Vm} um sistema LI no espago vetorial V de dimens&o n > m.
@ Se Vet{vi,Vs,...,Vn} =V entdo ja temos uma sistema gerador e LI: uma base.
@ Caso contrario, existe v € V tal que v & Vet{vy,V,,...,vn}. Inclua, entdo, dito vetor no
sistema; ou seja, defina vy11 = v e considere os sistema {v1,Va,...,Vm,Vm+1}, que ainda
é LI, pois o vetor incluido ndo é combinacéo linear dos restantes, e que gera um espaco de

dimens&o m+-1.

@ Repita 0 argumento finitas vezes se necessario até completar um sistema gerador e LI. [

Corolario 2

Num espago vetorial de dimenséo n, qualquer conjunto LI com exatamente n vetores formara
uma base.

Demo.: Se o sistema LI ndo fosse base poderia ser completado até formar uma; obtendo-se,
assim, uma base com mais do que n vetores no espaco de dimensé&o n: uma contradigéo. O
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= Mudanca de base
Coordenadas de um vetor em relagéo a uma base

Teorema 3

Sejay ={vi1,Vz,...,vn} uma base de V. Entéo, para cada v € V existem Unicos escalares
X1,X2,...,Xp tais que
V = X1V1 +XoV2 + -+ XpVp.

Demo.: A existéncia de X1,Xz,...Xp tais que v = X1v1 +XaV2 + - - - +XpVn, uma vez fixadov € V,
€ obvia posto que V = Vet{vy,Vs,...,Vvy}. Quanto a unicidade, suponha que y1,Y2,...,Yn
também sejam escalares que permitam escrever v na forma v =yivi +Yyovs + - +y,v,. Entéo,

Ov =V —V =y1V; +YoVo + -+ +YnVn — (XgV1 +XaV2 + - - +XnVn)

= (y1—x1)vi+ (y2 —X2)v2 + -+ (Yn —Xn)Vn
e, pela independéncia linear de vi,Vvy, ..., vy, pode-se afirmar que y; —x; =0, Vi. ]

Definigdo 2

Os escalares X1, Xz, ...Xn, associados a v no Teorema 3, sdo chamados coordenadas de v na
X1
X2

base y e representados como matriz coluna na notacéo: [v], =

Xn
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Coordenadas de um vetor em relagéo a uma base

O Teorema 3 acima diz que um espago vetorial finitamente gerado pode ser identificado com
R", onde n é sua dimens3o; basta para tal fixar uma base em V.

A identificag&o pode ser formalizada pela fungdo b : V — R™; P(v) = [V]I,, em que y
representa a base fixada: \» € uma bijegao linear continua com inversa continua (um
isomorfismo).

V e R" sdo ditos isomorfos. Notagdo V = R".

Exemplo 8

As coordenadas de (2,3) na base natural o ={(1,0), (0,1)} de R? s&o 2 e 3 respectivamente

(Figura 1); ou seja,
(2,3)]a = { 2 } :

3

De fato,
(2,3) =2-(1,0)+3-(0,1).
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Coordenadas de um vetor em relagéo a uma base

Exemplo 9

As coordenadas de (2,3) na base p ={(1,0),(1,1)} de R? sdo —1 e 3 respectivamente (Figura
2):

[(2,3)] = { o } .

(2,3)=a-(1,0)+b-(1,1) = (a+b,b) &b=3 A a+b=2&b=3 A a=-1.

(2.3)

N )

Figura: Coordenadas: [v] . Figura: Coordenadas: [v]g .
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Coordenadas de um vetor em relagéo a uma base

Exemplo 10

1
As coordenadas de M = { 2 2 } na base 'y = {M1,M,,M3} do Exemplo 2s80 0, 1 e 2,
respectivamente.
0 1 0 0 1 0 O
M]y, = ; pois M:O-[O 0]4—1-[1 O]-ﬁ-z-[o 1}.
—_— —_— —
My Mj Ms
Soxz =R3.

As coordenadas da funcao afim f (x) = 3x +5 na base 3 ={x,1} sdo 3 e 5 respectivamente, i.e.,

[3x+5][3:{ : }

P<1=R?.
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~ Mudanca de base
Coordenadas de um vetor em relagéo a uma base

Suponha que B ={vi,V2,...,Vn} €Y ={w1,Ws,...,Wn} Sejam bases do espago vetorial V
entdo, cada elemento v; da base (3 possui Unicas coordenadas na base v, digamos [vj], (assim
como cada w; possui Unicas coordenadas na base [3). Assim, podemos definir as matrizes
quadradas de ordem n:

1B =[lvaly Waly -+ valy] € 1} = [[wilp [walg -+ [wnlg] .

Ditas matrizes sdo chamadas de mudanca de base de (3 paray e de 'y para 3,
respectivamente; o que se justifica pela seguinte propriedade.

Teorema 4

Nas condi¢8es acima,

[V}Y:IE[V]B, Wev e [V]B:Ig[v}y, W E V.
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~ Mudanca de base
Coordenadas de um vetor em relagéo a uma base

Demostracédo do Teorema

ay;
Suponha que [vj], = ) J=12,...,n; [vlg =x; e, [v]ly =y. Entdo,

anj

n n n n n
V= E XjVj = E X aijj Wi = E E aijXj | wi;
j=1 j=1 1 i

— i=1 \j=1
H_/
Yi
ou seja,
a;; - @ X1
y=| © . | = lvaly Naly - valylx =19
an1 ann Xn
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~ Mudanca de base
Coordenadas de um vetor em relagéo a uma base

Considere as bases « ={(1,0),(0,1)} ey ={(1,0), (1,1)} em R?. Calcule K.

e [(1,0)]y:
(1L,0)=1-(1L,0)+0-(1,1) = [(1,0)}y:{

e [(0,1)]y:

(0,1) =a(1,0)+b(1,1) = (a+b,b) &b=1 a:flé[(o,l)}y:{ -1 }

Em particular, [ o _11 [ g ] :{ _31 } =1(2,3)ly.
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~ Mudanca de base
Coordenadas de um vetor em relagéo a uma base

No exemplo acima, I} = { é 1 } pois [(1,0)]« = { é } e[(1,1)]x = { 1 }
Por exemplo, { é i } { _31 }:{ :2), }:[v]m emque v =(2,3).
~—
vly

Observacéo 2

No caso, como ilustragao,
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~ Mudanca de base
Coordenadas de um vetor em relagéo a uma base
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