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Transformacdes Lineares P
: Definicao

Definicdo de Transformacéo Linear

Definicéo 1

A funcdo F : V — W definida entre o dominio V e o contradominio W, em que V (K),+,- e
W (K),4,~s&0 espagos vetoriais sobre 0 mesmo corpo escalar K, é chamada de
transformacéo linear quando satisfaz a seguinte propriedade

Fla-u+p-v)=aF(u)F B F(v), VuveV, apck. @)

Destacamos que as operagdes que definem a estrutura de espago vetorial em V e W néo
precisam ser as mesmas; ou seja, a soma ou a multiplicagdo por escalar de V (K),+, - pode ser
diferente da operagéo correspondente do espago W (K), 4, contudo, é usual na literatura
tratar as operagdes com as mesma simbologia; assim, (1) torna-se, simplesmente,

Flx-u+p-v)=a-F(u)+p-F(v), YuveV, apekK.
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Transformacdes Lineares P
: Definicao

Exemplo

A fungao que calcula o trago das matrizes quadradas de nimeros reais € uma transformacéo
linear entre o espago vetorial V.= M(n,n) (i.e., M(n,n)(R),+,-) e o espaco vetorial W =R
(i.e.,, R(R),+,-) e, obviamente, a soma no universo das matrizes ¢ diferente da soma em R;
assim como a multiplicagdo por escalar:

Tr :M(n,n) — R, em que

Tr(A) =ay1 +az + -+ +ann, VA:[aij]nxn € M(n,n).

Logo, quaisquer que sejam as matrizes A, B € M(n,n) e as constantes reais « e f3 tem-se

Tr(A+BB) =Tr(xA) +Tr(BB) = «Tr (A) + B Tr (B).
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Transformagdes Lineares

Def
Como identificar T. lineares

Aditividade e homogeneidade de grau um

Destacamos, a seguir, que conceito de linearidade pode ser desmembrado em duas
propriedades elementares (uma para cada operagéo da estrutura dos espacos vetoriais):
aditividade e homogeneidade de grau um.

Proposicéo 1

F :V — W é uma transformacéo linear se e somente se
F(u+v)=F(u)+F(v), Yu, v eV (aditiva) e

F(au) = oF (u), YueV, xe K (homogénea grau um).

Demonstracdo

Suponha que F é linear. Entéo, aplicando (1) com o« =1 = 3 obtém-se a aditividade; e com
3 =0, a homogeneidade de grau um. Por outro lado, se F é aditiva e homogénea de grau um
entdo, para qualquer combinagéo linear ou + 3v tem-se

F(ou + Bv )=F(G)+F(¥) =F(oxu)+F(Bv) = aF (u) + BF (v).
N~~~ M~ =
LI aF(u)  BF(v)

O
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Transformagdes Lineares Do
e

Como identificar T. lineares

Exemplos

Exemplo 1

f:R — R; f(x) =2x, Vx € R, é uma funcéo linear. De fato,

f(x+y)=2(x+y)=2x+2y =f(x)+f(y) e f(cx)=2(cx)=c(2x)=cf(x).

Exemplo 2

f:R — R; f(x) =x2, Vx € R, ndo é uma funcao linear (é ndo-linear). Note que f ndo é
homogénea de grau um, por exemplo,

£(3x) = (3x)? = 9x? # 3x% = 3f(x).

Exemplo 3

g:R— R;g(x) =2x+1, Vx € R, ndo é uma funcio linear. Note que g n&o é aditiva:

gx+y) =2(x+y)+1=2x+1+2y =g(x)+gly)—1#g(x)+gly).
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Transformagdes Lineares Dehn

Como identificar T. lineares

Condicdo necessaria de linearidade

Observe que a fungéo g(x) = 2x + 1 do exemplo acima é uma translacgdo da funcao linear 2x;
ou seja, g é uma funcéo afim e néo atende a definicéo de linearidade.

Detalhe: g(0) =1 #0.

Mostraremos a seguir, que a condi¢do F (Oy ) = Ow € necessaria para a linearidade (néo é,
obviamente, uma condigao suficiente como mostra o exemplo da fungao x?2).

Proposigéo 2

Se F : V. — W é uma transformag&o linear entéo F (Oy ) = Oy .

Demonstracao

Da homogeneidade da grau um e fixando o escalar o = 0 temos, para um vetor qualquer fixado
emV,

F(Oy)=F(0-u)=0-F(u) =Ow.
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Transformacdes Lineares
y Defin

Como identificar T. lineares

Mais exemplos

Exemplo 4 (A aplicagdo nula)

F:V — W tal que F(v) =Ow, Vv € V, é obviamente linear. De fato,

Ow =F(x-u+p-v)=a-Ow+p-Oy =cx-F(u)+p-F(v).

Exemplo 5 (Operador de multiplicagdo por uma matriz)

SejaV =R", W =R™ e A = [ajj]nxn Uma matriz de nimeros reais. Defina F : R" — R™ como
sendo a fungdo que a cada x de R", identificado com uma matriz coluna, associa o vetor

F (x) = Ax. Usando as propriedades do produto matricial obtém-se a linearidade de F. Este
operador costuma ser denotado por Ta ou, simplesmente, A.

Exemplo 6 (Rotagéo em angulo 0)

cos(@) —sen(0) }

2 ’ 2 > ) . o
E o operador linear Tp : R — R< associado a matriz A = { — -
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Definicao

Ndcleo e imagem
Propriedades

Definicbes: N(T), Im(T)

Dedicamos esta sec¢ao as questdes relativas a injetividade e sobrejetividade de fungdes lineares,
que permitem um tratamento relativamente simples se comparado a contraparte néo-linear.

Definicéo 2

O nucleo (kernel) de uma transformagao linear T : V — W € o conjunto
N(T)={veV; T(v)=0w}eaimagemde T é o conjunto Im(T) ={T(v); v €V}

No caso do operador de multiplicagdo pela matriz A (Exemplo 5), N(A) ={x € R"; Ax =0} é o
conjunto solug&o do sistema de equagdes lineares homogéneo Ax =0 e Im(A) ={Ax; x € R"}
corresponde ao espago vetorial gerado pelos vetores-coluna de A.
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Ndcleo e imagem

Propriedades

N(T) e Im(T), geometricamente

Exemplo 8

Seja T :R? — R tal que T(x,y) =x —y. Entdo T é obviamente linear,
N(T) ={(x,y) € R% x =y} e Im(T) = R. Para mais detalhes consulte a Figura 1.

T(z,y)=z—vy

T:R*—R Im(T)

N(T) = {(z,z);z € R} Im(T)=R
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Nucleo e imagem o
9 Propriedades

Propriedades

Proposicéo 3

SejaT :V — W linear. Entdo N(T) é subespagco vetorial de V e Im(T ), de W.

Demonstracéo

N(T) CV elm(T) C W, por definicao; além disso, O, € N(T) e Oy, € Im(T) pois T(Oy) = Oy
sendo linear. Suponha entdo que u,v € N(T) e «, € K; vamos provar que ou + v € N(T):

T(ou+pv)=aT(u)+PT(v) = Oy + POy =0y = o+ v € N(T).

De forma analoga, se wy,w, € Im(T ) entdo existem vy,v, € V tais que wy =T (v1) e
w =T (v2); logo,

owg +Bwy = &T (Vi) + BT (v2) =T (v +PBv2) =T (v) = w € Im(T).
— ~—

w vev
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9 Propriedades

Propriedades (cont.)

Proposicéo 4

SejaT :V — W linear. Entdo T € injetora se e somente se N(T) = {0}.

Demonstracéo

Suponha que T € injetora e que v € N(T ). Entdo
T(v)=0w =T(Oy) =V =0y

ou seja, N(T) C{Oy} e assim, N(T) ={Oy} (pois sempre vale {O,} C N(T)).
Para a volta, suponha que N(T) ={Oy} e que x,y € V sejam tais que T (x) =T (y). Entéo,

T(X)=T(y)=0w =T(x—y) =0y = x—y EN(T) = x—y =0y = x =Yy;

0 que prova a injetividade de T. O
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Propriedades

Ndcleo e imagem

Propriedades (cont. 2)

Teorema 5 (Nucleo e imagem)
Seja V um espaco vetorial de dimenséo finitae T : V — W, uma transformagao linear. Entdo

dim(N(T))+dim(Im(T)) =dim(V).

Demonstracéo
[2]. O

Coroléario 6

Seja V um espaco vetorial finitamente gerado e T : V — W, uma transformacéo linear. Se
dim(V) =dim(W) entdo T € injetora se, e somente se, T é sobrejetora.

Demonstracdo

Pelo Teorema 5, do nlcleo e imagem, e pela hiptese dim(V ) = dim(W ) temos

dim(W) =dim(V) =dim(N(T)) +dim(Im(T)) e dim(N(T)) =0& T injetora

O

ALGEBRA LINEAR/GARCIGA O., R.




Definicao

Nucleo e imagem ”
9 Propriedades

Propriedades (cont. 3)

Coroléario 7

Seja V um espaco vetorial finitamente gerado e T : V — W, uma transformagao linear injetora.
Se dim(V) =dim(W) entdo T transforma base de V em base de W.

Demonstracao

Do Corolario acima, T é uma bijecao linear; logo, se {us,...,u,} é base de V entdo

W = Im(T)={T(uueV}= {T <Zaiui> H= EJK} = {ZaiT(ui);ai E]K}
i=1 i=1

Vet{T (uz),..., T (up)}

Por outro lado,
n n n n
D aT(uw)=04&T (me) =0u &) au eN(T)={0}& ) au=0
i=1 i=1 i=1 i=1

e, da independéncia linear do vetores uy,...,uy decorre a; =0,...,a, =0 e, assim, a
independéncia linear de T (uy ),..., T (up). O
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