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Matriz de representagao

Avaliando T numa base
Exemplos

Sabe-se que toda matriz A gera uma transformagcao linear via a operagdo de multiplicacdo
Ta(x) = Ax. Mostraremos, nesta se¢&o que a volta é valida em dimensao finita; ou seja, se T é
uma transformacéo linear entre espacos vetoriais de dimenséo finita entdo T pode ser
representada como um operador de multiplicagdo por uma certa matriz.

Seja T :V — W linear, e y ={vq,V,...,Vy} uma base em V. Entdo, os vetores
T(v1),T(v2),...,T(vq) definem unicamente T.

De fato, qualquer v € V possui Gnicas coordenadas [v]s = (X1,X2,...,X,)] na base &; ou seja,
existem Unicos escalares X1,Xz, ..., X, tais que

V =X1V1 +XoV2 + -+ +XpVp.
Entéo, pela linearidade de T,

T(v) =T (Xve +XaVa 4 +XaVn) = X1 T (V1) +X2T (V2) + -+ 4+Xn T (V).
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Matriz de representagao

Avaliando T numa base
Exemplos

Se fixarmos ainda uma base § = {wy,w>,...,wn} em W, cada T (v;) tera tnicas coordenadas
nessa base e, consequentemente,

X1
TW)ls =xa[T(va)ls +xe[T(v2)ls +- - +xalT(vn)ls =A | | =A-I]y, WeVv,
Xn
em que
Aman=[ [Tv)ls [T(v2)ls - [T(valls ]

Dita matriz A é chamada matriz de representacéo de T nas bases y de V e & de W e denotada

A =[T]}. Resumindo,

Teorema 1

Seja T :V — W linear; 'y, uma base em V; e §, uma base de W. Entdo
TW)s =Y -Wly, Wev.
Em particular,

dim(N(T)) = nulidade([T]}) e dim(Im(T)) = posto([T]Y).
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Matriz de representagao

Avaliando T numa
Exemplos

Rotacéo de 90°

Construa uma transformagao linear que rotacione os vetores de R? em +71/2.

Solugao

Considere a base natural & ={(1,0), (0,1)} de R? e rotacione apenas esses dois vetores; ou
seja, defina
R(lyo) = (Oyl) € R(Oyl) = (_130)'

Entao, para qualquer outro vetor (x,y) de R? tem-se

R(X»Y) = R(X(lyo) +y(031)) :XR(]-)O) +y R(Oyl) = X(Oyl) +y(7150) = (7y)X)'
M~ Y~
(0,1) (=1,0)

No caso, a matriz que representa R da base candnica de R? pra prépria base candnica é

A=RIZ=(RILOJ RO = § " |-

ALGEBRA LINEAR/GARCIGA O., R.



Matriz de representagao ~ ~
Avaliando T numa

Exemplos

Transposta

Determine a matriz que representa T : M(2,2) — M(2,2), definida por T (A) = AT, na base
B = {Mly M27 M3) M4} em que

10 01 00 00
RS F L R R

Note que
T(M1) =Mz, T(Mz)=Mz, T(M3)=Mz e T(Mg)=Ms =

1 0 0 0
0 0 1 0
TM)lg=| o [» TMlg=1| [ |, [T(M)lg=| e [TMa)lp=|
0 0 0 1

1 0 0 O

s |0 o0 1 o0

= [T]Bi 0O 1 0 O .
0O 0 0 1
O
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Matriz de representagao

ndo T numa
Exemplos

Derivando polindbmios

Determine a matriz que representa D : <, — <1, que a cada polindmio de grau menor ou
igual a dois associa a sua derivada, D(p(x)) = p’(x), e da base y = {x?, x, 1} para a base
5 ={x, 1}

Em particular, pode-se calcular a derivada de p(x) = ax? + bx + ¢, multiplicando suas
coordenas (a,b,c)", na base v, pela matriz [D]} :

a
[p’(x)]s:{ 2 00 } b :{ Zba } =p/(x)=2a-x+b-1=2ax+b.
(o3
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Autovalores e autovetores

Polinémio caracteristico

Operadores lineares

Nesta secéo trataremos transformagdes lineares com dominio igual a contradominio, ou seja,

T :V —V linear do espago vetorial V = V (K),+, - nele préprio de modo que para cadav € V,
T (v) pertence ao mesmo universo V; caso em que a transformagao linear é usualmente
chamada de operador linear.

Defini¢éo 1

Diz-se que o escalar A € K é autovalor de T se existe v € V, v # Oy, tal que

T(v)=Av.

Nesse caso, v é chamado autovetor associado a A e define-se o auto-espaco associado a A
como sendo conjunto
Vpy ={veV;T(v)=2Av}L
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Autovalores e autovetores

Polinémio caracteristico

Operadores lineares

A definigdo de autovalor poderia ser tratada em corpos de escalares, KK, mais gerais que os
reais, como os complexos, desde que V seja um espago vetorial sobre esse mesmo corpo
escalar.

Observacéo 2

Quando v # O, é autovetor de T tem-se que v e T (v) sdo vetores co-lineares; ou seja, T (v) é
um elemento da reta {tv; t € K}.

Observacéo 3

Se T :V — V é um operado linear com nicleo n&o trivial, i.e., T ndo & injetora, entdo N(T) &
um auto-espago e esta associado ao autovalor A = 0.

A\
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Autovalores e autovetores
Polindémio caracteri

Operadores lineares

Exemplo 1 (Operador Nulo)

Considere T:V — V; T(v) =0y, Y € V, em que V é um espago vetorial de dimens&o
positiva (ndo trivial). Entao,

Oy =T(v)=A-v, VO, &SA=0;
logo, A = 0 é seu Unico autovalor e o0 autoespaco associado é todo o espaco vetorial V:

Vo={veV;T(v)=0.-v=0,}=V.

Exemplo 2 (Operador Identidade)

Considere T:V — V; T(v) =v, Vv € V, em que V é um espaco vetorial ndo trivial. Entéo,
v=T(v)=Av, VO, &SA=1;

logo, A = 1 é seu Unico autovalor e 0 autoespago associado é todo o espago vetorial V:

Vi={vevV;T(v)=1-v=v}=V.
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Autovalores e autovetores
Polinémio caracteristico

Operadores lineares

Proposicéo 2

Se A € K é um autovalor da transformacéo linear T : V. — V entdo V, é um subespago vetorial
de V.

| A

Demonstracdo

Da defini¢do decorre que V; é um conjunto ndo vazio contido em V, supondo que A seja
autovalor.Por outro lado, se vy, Vo € V), e &1, € K entdo

T(oavi+aova) = o T (Vi) +oa T (V2) = oAvs + opAva = A(agvs + xova);
~—— ——
Avy AVo

ou seja,
V1 + KoV € Vj, Wi, Vo € Vi, o, € K.
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Autovalores e autovetores
Pc tico

Operadores lineares

Considere T : R? — R? definida por T (x,y) = (x,0) para todo (x,y) € R?.Entéo
T(x,y) =A(x,y) se e somente se

(x,0) = (Ax,Ay) &x=Ax A 0=Ay & (x=0VA=1) A (A=0Vy=0)

Logo, A =0 e A = 1 s&o autovalores de T, Vo ={0} x R e V; = R x {0} (Figura 1).

(,9)

T(z.y) = (x,0)

Vi={u; T(u) =1-u}

Figura: Autoespacgos de T (x,y) = (x,0).
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Autovalores e autovetores
Polindémio caracteri

Operadores lineares

Exemplo 4

Voltando ao operador de multiplicagéo por uma matriz A, Ta(x) = Ax, com m =n, AX = AX se e
somente se [A— Al]x = 0.Assim, A € autovalor se e somente se existir solugéo nao trivial do
sistema de equagdes lineares homogéneo com matriz de coeficientes A—Al; ou seja, se e
somente se Det(A—Al) = 0.Nesse caso, V) ={x € R"; [A—Al]x = 0}.

Observagéo 4 (Det(A—Al) é um polinémio em A)

Se A = [ajjl2x2 entdo

ain  an 1 0 a;p —A a2
A—Al = —A =
{ a1 ax } { } { az ap —A } =

Det(A—Al) = (a;z—A)(azz—A) —araz = A2 — (ay +az2)A + (211822 —az2as1)
= A?—Tr(A)A+Det(A).

Questéo 1

E paran = 3?
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Operadores lineares

Polindmio caracteristico

Defini¢éo 2

Fixada a matriz quadrada A, de nimeros reais, o polindbmio caracteristico de A é o polindmio
obtido, na variavel A € R, calculando o determinante da matriz A— Al:

pa(A) = Det(A—Al).

v

Exemplo 5

2
o 3 |euse dele para calcular os

Determine o polindmio caracteristico da matriz A = [

autovalores de A. )

1 2 10 1-A 2 .
A*}"*{o 3]*7‘[0 1}*[ 0 34\]"090'

pa(A) =Det(A—Al) = (1—A)(B—A) =A? —4A+3.

As raizes reais deste polindmio séo A; = 1 e A, = 3 e, consequentemente, esses Sdo 0s
autovalores de A.
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Operadores lineares

Polindmio caracteristico

Exemplo 6

Célculo dos autoespagos de A = { é g }

Solucéo

Para calcular os autoespacos associados precisamos resolver os sistemas lineares
[A—Al]x = 0 correspondentes:
Vi:

[ PR } { , ]:{ : ]<:>2y:0<:>y:0:>v1:{(x,0);xeR}.

[ 163 333 } { X }:{ g }(:)72x+2y:0(:)y:x:>vlz{(x,x);XER}.

O
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Operadores lineares

Lembrando que em dimens&o finita uma transformagéo linear se identifica com sua matriz de
representacéo (fixando as bases), a metodologia do exemplo acima pode ser estendida a
qualquer T : V — V linear com V finitamente gerado. Basta observar que fixada uma base y
em V o polinémio obtido p(A) = Det([T]¥ —Al) no muda se mudarmos a base y a uma base &;
elogo, A= [TR/, paraB = [T]g (Exercicio). O polinémio p(A) é chamado polindmio
caracteristico de T ( e ndo apenas de A ou de B, etc.).Resumindo,

Teorema 3

SejaT :V — V linear e V, finitamente gerado. Entédo, A é autovalor de T se e somente se A é
raiz (no mesmo corpo escalar sobre o qual esta definido V) do polindmio caracteristico de T.

Demonstracdo

Fixe uma base y qualquer em V e suponha que A = [T]z seja a matriz que representa T em
dita base. Ent&o, [T (v)], =Alv]y, Vv € V. Assim, para um dado escalar A,

T(v)=Av, v#O, & [T(v)ly=Mvly, [y #[0Ovy &Ax=2Ax, x#0.
S =~ N =
Alvly Alvly Xnx1 Onx1

O resto da prova decorre da anélise feita no Exemplo 4. O

\
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Aui autovetores

Polindmio caracteristico

Operadores lineares

No é verdade, porém, que qualquer operador linear sempre tenha autovalores, como ilustra o
exemplo do operador que rotaciona em angulo de +71/2: R : R? — R?; R(x,y) = (—y,x).

0o -1

De fato, a matriz A = 1 0

} que o representa na base canénica de R? possui o

polindmio caracteristico
PA) =A+1;

polindmio este que ndo possui raizes no corpo dos nimeros reais.
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