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Diagonalizagdo

Considere, hipoteticamente, que sx seja o salario de cada funcionario de uma certa empresa
(igualmente pagos) e fx, 0 nimero de funcionarios dessa empresa no ano k (k =0,1,2,...).
Suponha ainda que o nimero de empregados cairia pela metade (na auséncia de pagamento e
num periodo) no fosse (uma parcela/indice/porcentagem de) seu salario, isto €,

1 1
fk+l:§fk+msk, k=0,1,2,3,....

Suponha, por outro lado, que o empregador ofereceria uma reposigdo salarial de 25% nao fosse

0 numero de empregados (que desconta 12.5 u.m. cada), ou seja,

50 5
Sk+1:*7fk+zsk, k =0,1,2,3,....

Surge entdo a questdo de determinar o salario e o numero de funcionarios no longo prazo
sabendo que a empresa inicia (em k = 0) com 50 funcionarios sendo pagos a 1600 unidades
monetarias cada.
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Diagonalizagdo =
o 2 Motivagao

O

Como proceder?

Pode-se observar que a informacéo é gerada iterativamente:

{ fiea }:{ /2 1/100 H fi } = Y; =AYy, Yo=AY;=AAY,=A%Y,,

Sk+1 —50/4 5/4 Sk
Yi+1 A Yk
Ou seja,

Y =AYy,  k=1,2,...

assim, determinar a tendéncia de longo prazo depende do estudo das poténcias sucessivas da
matriz A; o que pode ser dificil ou custoso numericamente.

Ha suas excegdes, no entanto, como quando
@ A é uma matriz diagonal, que né@o é o caso; ou

@ A é semelhante a uma matriz diagonal D, ou seja, existe P inversivel tal que

P~lAP =D.
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Diagonalizagdo =
g G Motivacéo

o gonalizavel

A semelhante a D: P AP =D

Neste caso,
D? = (P !AP)(P1AP) =P 1A%P

D*=D*(P'AP) = (P !A%P)(P'AP) =P 1A%P ...

Se P~1AP =D entdo DK = P1AkP.

Desse modo, o dificil calculo de A¥ pode ser substituido pelo calculo trivial de DX

DX=p AP = AK=PD*P ' = lim A*=pD®P?,
k—+oc0

em que D° é a matriz com os limites correspondentes das sequéncias potenciais {diik H>o,
i=1,...,n, caso existam.

Observacéo

A pergunta que fica é: e quando existe P inversivel tal que P AP = D seja diagonal?
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Diagonalizagdo Mot
Mo

[e] o diagonalizavel

Quando A é semelhante a uma matriz diagonal D?

P'AP=D & AP=PD

e, representando as colunas de P por vetores vi,...V, (necessariamente |.i.)

di1 0 0
0 dpp .- 0
P=[iV2-- Vnlnxn, € D= .
0 0 dnn
tem-se AP = PD se, e somente se,
[Avy Avy «-+ Avpl = [d1vy dooVo <+« dppvnl & Ay =djvi, i=1,...,n.

Se, e somente se, vy, ...V, SA0 autovetores de A linearmente independentes (em R"); e
di1,...,dnn, autovalores correspondentes.

Se, e somente se, existe base de autovetores de A em R".

Observacéo

A matriz P é chamada matriz diagonalizante; e corresponde a matriz de mudancga de base da
base de autovetores para a base canonica. E a matriz diagonal, semelhante, D é formada pelos
autovalores de A na ordem da base.
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Diagonalizagdo M

O conceito diagonalizavel

Definigao

Uma transformacao linear T : V — V é dita diagonalizavel se existe um base em V cujos
elementos sé@o autovetores de T.

Observe que em dito caso, denotando os autovalores por A1, Az,...,A, € a respectiva base por
Y ={v1,v2,...,Vn}, em que T (v;) = Ajv;, obtemos

A1 0 0
0 A2 0
Thvally=1] . |, Olaly=| . |, [Tlwly =
0 0 An
A O 0
0 A 0
S Y- |
0 0 An

Ou seja, nesse caso T possui uma matriz de representacgao diagonal.
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Diagonalizagdo

Motivacao
O conceito diagonalizavel

Proposition

SeT:V —V élinear,dim(V) =n e T possui n autovalores distintos entdo T é diagonalizavel.

A demostracdo dessa proposi¢éo é consequéncia direta do lema a seguir.

Autovetores associados a autovalores distintos séo linearmente independentes.

A proposi¢&o acima ndo esgota, obviamente, as possibilidades para um operador linear ser
diagonalizavel. Por exemplo, a identidade em dimensédo n > 2 é obviamente diagonalizavel e
possui apenas um autovalor, A = 1; o detalhe é que esse Unico autovalor fornece todos os n
autovetores l.i. necessarios. Logo, o essencial, para T ser diagonalizavel conhecida a dimensao
n do espaco V, é que a soma total das dimensdes de seus autoespagos seja n.
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Diagonalizagdo

Mo ao
O conceito diagonalizavel

Proposition

SeT:V —V élinear, dim(V) =ne T possui k autovalores distintos Aj, i =1,...,k, k <n,
entdo T é diagonalizavel se e somente se

K
ZDim(V;\‘):n.
i=1

Definigao

A dimensé&o do autoespago V, é conhecida como dimens&o geométrica (d.g.) do autovalor A.

O resultado acima poderia ser descrito como:

“T é diagonalizavel se e somente se a soma das dimensdes geométricas dos seus autovalores
coincidir com a dimens&o do espaco vetorial V em que T esta definido".
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Avaliando um polinémio numa matriz
O minimal e a diagor a0

Polinémio minimal

Fixado um polindémio p(x) =ag+ajx +---a,x" e um operador linear T : V — V define-se p(T)

como sendo a fungéo
p(T)=apl +a1T+---a,T"

em que TX representa a composta ToT o---oT k-vezes; em particular, fixada uma matriz
quadrada A, p(A) é a matriz da mesma ordem definida por

p(A) = agl +a;A+apA% +---a,A".

Assim como p(A) ainda é uma matriz, p(T) é um um operador linear.

Lema

Se A é autovalor de T e v é um autovetor associado a A entdo = p(A) € autovalor de p(T) e v
€ autovetor p(T) associado a L.

Demonstracéo

| A

Suponha que T (v) = Av, v # 0. Entdo,

p(T)v. = J[agl+aiT+---anT"lv=agv+ayT(v)+---anT"(v)
agV +ar AV + apA?v + - --anA\"v = [ag +asA + - --anA"]v
p(A)v = pv
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" Avaliando um polindmi
Polinémio minimal

O minimal e a diagonal

O polindmio p anula A (respectivamente, T) quando p(A) for a matriz nula (respectivamente,
p(T) for o operador nulo).

Teorema (Cayley-Hamilton)

O polindmio caracteristico do operador linear T : V — V, em que V é uma espaco vetorial de
dimenséo finita, anula T.

Demonstracéo

Caso T = Ta, A = [a;j] de ordem 2: pa(x) = x2 —tr (A)x + Det (A); logo,

a;; a2 a;; a2
A) = A’—tr(A)-A+Det(A)-1=
ba(A) (A) (A) [a21 a22Ha21 azz]

a1 a 1 0
(311+a22){ A axm }4—(311322 312321){ 0 1 }

2 2
_ aj, +apaz ayjjapp +apazp | aj, +azan a12a11 +a2an
= 2 2
az1a11 +azan azi1a12 +as, aiiaz; +azan ajjaze +aj,

I aydx —aizdz 0
0 ajjag —aggay;

Il
—
oo
o o
R

O
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Avaliando um polinémio numa matriz

Polinémio minimal N
O minimal e a diagon

Definigao

O polinémio minimal da matriz A, xn € um polinémio m(x) que anula A, € ménico (o coeficiente
do termo que define o grau do polindmio é um) e tem grau minimo (entre todos os outros
monicos que anulam A).

A existéncia de tal polindbmio decorre do Teorema de Cayley-Hamilton pois
@ o polindmio caracteristico anula A;

@ deste poderemos via fatoragéo retirar os fatores redutiveis até obtermos o de grau minimo
gue anule A.

@ Claro que qualquer multiplo de um polindmio que anule A continua anulando A; causa
disso, coloca-se a condigdo de ser monico para estabelecer a unicidade do minimal.
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Avaliando um polinémio numa matriz
O minimal e a di a0

Polinémio minimal

2
0 3
préprio caracteristico. Note que nem x —1 nem x — 3 anulam A.

O polinémio minimal de A = { ] ém(x) =x?>—4x+3=(x—3)(x —1); ou seja, 0

Exemplo

|

1
0 1
m(x) =x?—2x+1 = (x —1)? posto que x — 1 ndo anula A.

O polindbmio minimal de B = { } também é polindmio caracteristico

Exemplo

0
0 1
tem como reduzir o grau. Note que o polinémio caracteristico de | é
p(x) =x?—2x+1 = (x —1)? e pode-se eliminar um fator x — 1 que ainda o restante x — 1
anula l.

=1ém(x) =x—1. De fato, x — 1 anula I, € mdnico e nido

[
—
N

O polindmio minimal de {
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Avaliando um polinémio numa matriz
O minimal e a diagon

Polinémio minimal

Proposition

Se A e B sdo matrizes semelhantes entdo possuem os mesmo polindmio minimal.

Proposition

SejaT :V — V linear, em que V é um espagco vetorial de dimenséo finita e suponha que A e B
sejam matrizes de representagédo de T nas bases f3 e y respectivamente. Entdo, o polinémio
minimal de A coincide com o polinémio minimal de B; ou seja, o polindbmio minimal de T é
invariante por representa¢éo matricial de T.

Demonstracéo

| A\

Como A e B representam T, A e B sdo semelhantes; logo, pela proposi¢céo anterior 3, o
polinémio minimal é o mesmo. O
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" io um polinémio numa matriz
Polinémio minimal

O minimal e a diagonalizagéo

Proposition

O polindmio minimal e o polindmio caracteristico de uma transformacéo linear (ou matriz)
possuem as mesmas raizes.

Teorema

| N

A transformacéo linear T : V — V, em que V é um espaco vetorial de dimensdo finita sobre o
corpo K, é diagonalizavel se e somente se o polindmio minimal de T for produto de fatores
lineares diferentes, i.e.,

mr (x) = (X =Ag) (X —=A2) -+ (X —Ar)

com Aq, Az, ..., A; escalares diferentes.

N,
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0 um p numa matriz

Polinémio minimal x
O minimal e a diagonalizagéo

Operadores diagonalizaveis conhecidos seus autovalores

Teorema

SejaT :V — V linear e V um espagco vetorial sobre o corpo de escalares K. Suponha ainda
que A1,Az,...,Ar € K séo os autovalores distintos de T. Entdo, T é diagonalizavel se e
somente se 0 polindmio p(x) = (X —Az)(x —Az)---(x —A;) anula T, ou seja, p(T) =0.

Demonstracdo

Aplique o Teorema 2 lembrando que as raizes (diferentes) do polindmio minimal e do
caracteristico sdo as mesmas (Proposicao 5). O

1 2 1 2 1 0 . T
Nos exemplos A = 0 3 ,B_{O l}ec_{o l}ospollnomlosmlnlmalssao

ma(x) = (x —3)(x —1), mg(x) = (x —1)? e m¢ (x) = x — 1, respectivamente; logo, A e C sdo
diagonalizaveis e B ndo é diagonalizavel.
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