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Capitulo 1

Geometria no R?, R3, ...: Espacos
Euclideanos.

Se R representa o conjunto dos nimeros reais entdao R? = R x R = {(z,y) | x, y € R} é o
conjunto dos pares ordenados de niimeros reais que identificamos geometricamente como o
plano Cartesiano. De forma analoga, R? representa o conjunto das ternas de nimeros reais
e assim sucessivamente para n € N fixado

Rn:{(xlax%“wmn) ’ z; € R, ViZl,...,n}.

Cada n—upla = = (x1,29,...,,) de nimeros reais pode ser associada ao segmento de
reta que liga a origem O = (0,...,0) ao ponto x com uma zeta sobre x para especificar o
sentido do movimento nessa direcao linear da origem até x. Dita direcao orientada é também
chamada de vetor e representada por 7, ou OX ou simplesmente z.

Exemplo 1.1. P = (1,2) e Q = (3,1) sdo elementos de R? (pares ordenados de niimeros
reais) e, por sua vez, representam vetores no plano (Vide Figura 1.1). Para movimentarmos
de P até () ao longo do caminho mais curto deveremos escolher o segmento de reta que
liga esses dois pontos e no sentido de (), ou seja, teremos de escolher direcao, sentido e
comprimento de um movimento linear: um vetor, que chamamos de PZ). Observe entao que
dito movimento é de duas unidades positivas na horizontal e, uma negativa na vertical. De
modo que poderfamos identificar PQ com (2,—1) ou também (3—1,1—2) =“Q-P”, embora
sejam segmentos de reta diferentes; diz-se que sao vetores equipolentes: mesmo comprimento,
sentido e direcao. Essa operacao de substragao justifica-se na seguinte algebra de vetores
passivel de ser trabalhada em R™.
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PQ

Figura 1.1: Vetores P, Q e PQ

1.1 Soma

Dados © = (z1,%2,...,Z,) €y = (Y1,Y2, - - -, Yn) em R"™ definimos a soma de = e y, denotada
x + 7y, como sendo o vetor (ou n—upla)

r+y= (T +y1, T2+ Y2, ., Tn + Yn) (1.1)
Exemplo 1.2. Voltando ao caso de R? e aos vetores P = (1,2) e Q = (3, 1), temos
P+Q=(1+32+1)=(43), P+0=(1+02+0)=P, P+(-1,-2)=0.

Podemos entao resumir as propriedades bésicas da operagao bindria e fechada soma em
R™ comecgando pela identificacao geométrica do vetor soma como a diagonal principal do
paralelogramo gerado pelos vetores (Vide Figura 1.2) e seguindo pelas propriedades imediatas
decorrentes da definigao.

Figura 1.2: Soma e diferenca dos vetores P e QQ



IE-UFRJ 9

Proposicao 1.3. Dados os vetores x, y, z € R" temos
l.o+y=y+zx (Comutativa).
2.2+ (y+z)=(x+y) +=z (Associativa).
3. 24+0=0+xz=x onde O=(0,...,0) (3 neutro).
4. Euiste inverso aditivo de x, denotado —x = (—x1,...,—x,), tal que x + (—z) = O.

Definigao 1.4. Dados os vetores u e v em R" o vetor diferenca (ou substragao) u — v,
é definido como o vetor soma de u com o inverso aditivo de v, —v. Geometricamente
corresponde & outra diagonal do paralelogramo trasladada até a origem (Vide Figura 1.2).

1.2 Multiplicacao por escalar

Dados o vetor x = (z1,...,2,) € R" e o nimero real «, a multiplicacdo do escalar « pelo
vetor x é o vetor definido e denotado por

a-z=(ar,...,or,).
Exemplo 1.5. Considere x = (2,1) € R? entao (Vide Figura 1.3)
2-x=(4,2), 1-x=nux, (=1)-z=(-2,-1) = —x.

Desse modo, dados o vetor z # O e o escalar o € R, « - = preserva a direcao de x a menos
que o = 0 (fala-se em vetores paralelos ou co-lineares); preserva o sentido quando a > 0;
troca o sentido quando a < 0; preserva o comprimento de x quando o« = £1, em particular
(—1) - & é o inverso aditivo de z; e, amplia ou contrai o vetor x dependendo de |a| > 1 ou
|a| < 1 respectivamente.

Proposicao 1.6. Dados os vetores x, y € R" e os escalares a, 5 € R temos
1. a(fBz) = (af)x.
2.1-x==x.
3. 0-2=0 onde O=(0,...,0).
4. (a+ Pl =ax+ Pz e alr+y) = ax + ay (propriedades distributivas).

A estrutura algébrica gerada em R"™ com estas operagoes +, - é um caso particular
do tipo de estrutura algébrica conhecida como espago vetorial. Mais adiante definiremos
formalmente este tipo de estruturas.
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Figura 1.3: Multiplicacao por escalar

1.3 Produto interno Euclideano

Vejamos a seguir um outro tipo de produto em R™ chamado de produto interno (ou produto
escalar).

Definicao 1.7. Dados os vetores z, y € R™ definimos o produto interno entre x e y como
sendo o numero real x 1y, + - -+ + x,y,. Este namero sera denotado por

i=1

Notagoes: dentre (z,y), (z,y), « -y, 'y etc, damos preferéncia a (z,y) para nao confundir
dito produto com um par ordenado ou produto numérico etc.

Exemplo 1.8. Considere os vetores z = (4, —1,2) e y = (6,3, —4) em R3. Entao
(r,y) =4-6+(—1)3+2(—4) =24—-3—-8=13.

Proposicao 1.9. A relagio (-,-) : R" x R — R que a cada par (z,y) € R™ x R"™ associa o
valor (x,y) = >, x;y; € uma funcdo que verifica as sequintes propriedades:
1. Bilinear. Ou seja, fizrado u € R™ a fun¢do (u,-) : R™ — R € linear e, firado v € R", a
fungao (-,v) : R™ — R também € linear. Entenda-se que

Ve,y e R", a, 8 € R, (u,azx+py) = a(u,z)+5{u,y) e {(ax+fy,v) = alx,v)+L(y,v).

2. Simétrica: Vr,y € R", (x,y) = (y,x).

2

3. Sex = (11,29,...,2,) € R" entao (x,z) = 101+ ToTo+ -+ TpTy = T3+ 25+ - - 22,

Consequentemente,

(x,z) >0, e ((z,2) =0 2=0).
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1.3.1 Norma Euclideana

A partir da propriedade descrita no item 3 da proposicao acima podemos definir a funcao
conhecida como norma Euclideana.

Definicao 1.10. Para cada x € R", a norma Euclideana de x é o niimero real

lz]] = v/ (2, 2).

Em particular, em R? se x = (z1,72) entdo, ||z|| = /2?2 + 2%; que, pelo Teorema de
Pitagoras, corresponde ao comprimento de segmento de reta que liga a origem ao ponto z,
ou seja, o comprimento de vetor x. Logo, da definicao decorrem as seguintes propriedades
da funcao norma.

Proposicao 1.11. Para quaisquer x,y € R e a € R temos
1. ||z|| > 0 e ||z|]| = 0 se e somente se x = O.
2. [laz|| = |af|||].
3l +yll <l + [lyll-
Demonstracao. Da defini¢ao de norma Euclideana tem-se
z|P=22 4254+ --22>0 e ||z]|=0<2,=0,...,2,=0<2=0.

Além disso,

lax|| = V{az, az) = Va*(z,2) = |alV/(z,2) = |a] -[|z]].

A propriedade (3) da norma Euclideana, devida a Minkowsky, é conhecida como desigualdade
—)
triangular posto que num triangulo qualquer de lados Z, i/ e x +y o comprimento de um

—)
dos seus lados, digamos o do lado = + ¥, ||z + y||, ndo ultrapassa a soma dos comprimentos
dos outros dois lados, ||z|| + ||y|| (consulte a Figura 1.4). Provaremos formalmente esta

propriedade apds a apresentacao da desigualdade de Cauchy-Schwartz na Observagao 1.17.
O

Definindo o angulo entre dois vetores como o menor angulo entre eles; lembre que angulo
é comprimento de arco encima do circulo trigonométrico orientado positivamente no sentido
anti-horario (vide Figura 1.5), podemos estabelecer a seguinte propriedade geométrica do
produto interno.

Teorema 1.12. Sejam x,y € R*\{(0,0)} € 6 o dngulo entre eles. Entdo
(@, y) = |2l - |yl - cos(6).

Demonstracao. Desenvolvida a seguir até a Observacao 1.16.
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c=lle+yll <atb= ||+l Tty

b= |lyll

Figura 1.4: Desigualdade Triangular.

Exemplo 1.13. Sejam u = (1,0) e v = (0,1) em R?. Entao

(,v) =1(0)+0(1) =0, |ul|=vIt0=1, [jo]|=v0+1=1 =

s
0=1-1-cos(f) =cos(f) = 025.
Ou seja, o menor angulo entre estes vetores, orientado positivamente no sentido anti-horario,

é 0 = /2. Neste caso dizemos que u e v sa0 ortogonais.
Exemplo 1.14. Sejam u = (1,0) e v = (v/2/2,v/2/2) em R%. Entao

V2 V2
(o) =2, flull =1=ol] = % = cos(6).
Logo, o menor angulo entre estes vetores, orientado positivamente no sentido anti-horario, é
0 = m/4. Note que a norma destes vetores é um (1). Quando a norma de um vetor é igual a
um diz-se que é um vetor unitdrio.

1
Proposigao 1.15. Dado x € R" ou ||z|| =0 ou Tl x € unitdrio.
x
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Demonstracao. Supondo que = # O, tem-se ¢ := w eRe
1
lle- af] = lef - ||| = Tl [lz|| = 1.
O
Observagao 1.16. Supondo z,y € R?\{(0,0)} e 6 o angulo entre eles. Entao
(20} = lellsleos(8) & cos(d) = ot = (oo o).
[zl] - {1yl [zl Iyl

onde a ultima igualdade decorre da bilinearidade do produto interno. Assim, o Teorema
1.12 pode ser enunciado, equivalentemente, da seguinte forma: se u e v sao vetores unitarios
entao (u,v) = cos(f) (consulte a Figura 1.5). Ora, rotacionando o sistema de coordenadas
se necessario pode-se supor que u = (1,0) e, consequentemente, v é o vetor sobre o circulo
trigonométrico de coordenadas (cos(), sen(#)) (consulte a Figura 1.6); assim,

(u,v) = (v,u) = ((cos(0), sen(0)), (1,0)) = cos(0) - 1 + sen(h) - 0 = cosd

o que fecha a demonstracao do Teorema 1.12.

2
1.5
L(Z,7) = L(u,v) =0
v 1
T Tl
o ) )
0.5 17
; 1
U= x
. . 0 ‘ ; Hx ‘ ‘ | |
_4 -05 0 0.5 ‘j 15 2 25 : , \
C#{WERZ; kuzl} C:A‘v\{IUER: le‘zl}
-05 ! | Y
Figura 1.5: Angulo entre 7 e . Figura 1.6: Angulo entre u e v.

O

Note que qualquer que seja 0, |cos()| < 1. Entdo, a partir de Teorema 1.12 obtemos a
desigualdade
(w,y) < |lllllyll,  Vo,y €R? (1.2)

que é um caso particular da desigualdade de Cauchy-Schwartz. Observe que a igualdade se
verifica apenas no caso em que |cos(f)| = 1; ou seja, quando # = 0 ou # = 7, correspondendo
ao caso dos vetores serem co-lineares.
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Observacgao 1.17. Usando a desigualdade de Cauchy-Schwartz, a bilinearidade e simetria
do produto interno e a definicao de norma Euclideana obtém-se

lz 4yl = @+y,2+y)=(+y,2)+{x+yy)
= (z,2) + (y,2) + (,9) + (v, y) = ||z + 2(z, y) + |]y|]?
2
z]1* + 2/l ||yl + NylP = (Il=]* + [|y]]?)

IA

e tirando a raiz quadrada obtém-se a desigualdade triangular. O]

1.3.2 Distancia Euclideana

Um vez definida a norma Euclideana podemos estabelecer a distancia entre dois pontos
x, y € R" como sendo o comprimento (ou norma) do vetor diferenga, ou seja, o comprimento
do segmento de reta que liga esses dois pontos:

d(z,y) = |l —yll = (1.3)

Exemplo 1.18 (n=1). Dados z,y € R

r—y, sex>y
d(z,y) = (fL’—y)Q—Iw—yl—{
Yy —x, sex <.

Exemplo 1.19 (n=2). Dados = = (z1,22), y = (y1,42) € R?, d(x,y) = \/(x1 — 1) + (¥2 — y2)?
é o comprimento da hipotenusa do triangulo retangulo de lados de comprimento |z; — y;]| e
|z — y2|. Vide Figura 1.7.

X2

d(x.y)
[x2ry2|

y2 y

x1 [x1-y1| y?

Figura 1.7: Distancia Euclideana.
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Exemplo 1.20. Para ilustrar numericamente

d((1,2),3,4) = 1(1,2)=B, D1 = VL =32+ 2 - 42 = /(-2 + (-2)? = V2- 4 =2V2.

d((1,2,0),(-1,2,0)) = /(1 — (-1))2+ (2—2)2+ (0—-0)2=V22+ 0+ 0 =2.
d(1,2),0) = [|(1.2) = (0,0)[| = [|(1,2)[| = V12 + 2% = V5.
Decorrem da defini¢ao (1.3) as seguintes propriedades.
Proposicao 1.21. A distancia Euclideana d : R™ x R™ — R wverifica:
1. d(z,y) > 0 e (d(x,y) =0 se e somente se x =y).
2. d(z,y) = d(y,x), (simétrica).

3. d(z,z) < d(x,y) +d(y, 2), (desigualdade triangular).

1.4 Equacoes da reta

Dado um ponto A € R? e uma direcio V € R?*\{(0,0)} temos uma tnica reta definida pela
equagao (Vide Figura 1.8)
X=A+tV, teR (1.4)

O vetor V' é chamado vetor diretor da reta. Fazendo V' = (vy,v2), A = (a1,a2) e X = (x,y)

Figura 1.8: Equacao vetorial da reta.

temos

Xer={A+tV|teR} & (z,y) = (a1,a2) + t(vi,v2) = (a1 + tvy, as + tvy) <
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T = ay +tvy
Y = ag + tug
teR,
conhecida como equacao paramétrica da reta que passa pelo ponto A com vetor diretor V.

Observe ainda que no caso em que v; # 0 e vy # 0, dita equagao pode ser re-escrita na forma
(dita simétrica ou simplificada)
r—a Yy —as T —ax Yy —a

e

t = = =
(%1 % U1 U2

t =

que por sua vez equivale a
V2
Yy = (—) (r —ay) + as. (1.5)
U1
Ou seja, identificamos a reta r com o grafico da func¢ao afim (1.5) que possui coeficiente

angular (ou inclinagdo) 7> (vide Figura 1.9).

m=tg(c)=v2/vl

vl

A>{al,a2)

Figura 1.9: A reta r é o gréifico y = m(z — a1) + as.

Exercicio. Represente graficamente a reta descrita pela equagao y = x. Descreva equagoes
vetoriais e paramétricas para dita reta.

Exercicio. Determine a equacao vetorial da reta que passa pelo ponto A = (0, 1) com vetor
diretor V' = (1,0). Descreva uma equagao paramétrica para dita reta. Obtenha a equacao
na forma simétrica (ou simplificada).

1.4.1 Posigao relativa entre retas no plano

Considere as retas r e s passando pelos pontos A e B respectivamente e com vetores diretores
V e U respectivamente, descritas pelas suas equacoes vetoriais

T X = A+1tV, teR
S5 Y = B+uU, we R.
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Entao temos as seguintes situages (excludentes) possiveis:

1. Concorrentes: retas nao paralelas que se cruzam num unico ponto. Ou seja, os vetores
diretores nao sao co-lineares. Entenda-se:

Aa e R;V =al.

2. Paralelas: da € R;V = aU.

(a) Iguais (ou coincidentes) : A € s.
(b) Diferentes: A ¢ s.

Exercicio. Determine a posicao relativa entre as retas y =1 e y = x.

Exercicio. Descreva as construcoes andlogas para representar as retas em R3. Ou seja, as
equagoes vetoriais, paramétrica e simplificada da reta que passa pelo ponto A = (a1, as, asz) €
R3 com vetor diretor V' = (v1,v9,v3) € R*\{(0,0,0)}.

1.4.2 Projecao ortogonal

Seja r = {t-v; t € R}, v € R?\{(0,0)}, uma reta contendo a origem com vetor diretor v,
e suponha que v € R? é um vetor qualquer do plano. Considere entdao o problema de achar
aquele ponto w da reta r que esteja a distancia minima do ponto u (consulte a Figura 1.10).
A condicao da distancia minima implica que o vetor wu = u — w seja ortogonal ao vetor v,

Figura 1.10: Projegao ortogonal.

ou seja,
0= (u—w,v)=(u,v) —(w,v) = (u,v) = (w,v).
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Por outro lado, w € R implica w = t*v para algum t* € R; assim,

(v, v)
(v,v)

(u,v) = (t'v,v) = t"(v,v) = t" =

Finalmente, w, usualmente denotado P,(u), verifica

w = P,(u) = Ezzzi v

Exemplo 1.22. Determine a projegao ortogonal de u = (2, 3) sobre a reta suporte do vetor
v=(2,1).

Solugao. Note que (v,v) =22+ 12 =4+1=5e (u,v) =2-2+3-1=4+3 = T, logo,
aplicando a férmula acima,

1.5 Equacoes do plano

Sejam U e V vetores nao nulos de R? nao co-lineares. O plano gerado por U e V e que passa
pela origem O é o conjunto dos pontos:

X =1tU + sV, t, s e€R.

No caso geral, ou seja quando o plano passa por um ponto A fixado e possui vetores diretores
U e V, a sua equacao vetorial é

T X =A+tU+ sV, t, seR. (1.6)

Vide Figura 1.11.

Observe que fazendo X = (x,y,z2), A = (a1,a2,a3), U = (u1,uz,u3) e V.= (vy,v9,v3)
obtemos X € 7 (onde 7 representa o plano definido em (1.6)) se, e somente se, X ¢é descrito
pelo sistema de equagoes paramétricas

T = ay + tu; + sv;

Y = a9 + tus + SU9

z = a3 + tus + svs
t, seR.

Observagao 1.23. Além da informagao de um ponto contido no plano e dois vetores dire-
tores (nao nulos) e nao colineares existem outras formas de identificar, de forma tnica, um
plano. Por exemplo:
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A+tU+

tU+sv

Figura 1.11: Planos gerados por U e V passando por O e por A.

1. Trés pontos nao co-lineares A, B e C: basta definirmos U = A_B, V = AC e utilizar a
equagao (1.6).

2. Uma reta e um ponto nao contido nela. Digamos
r: X=A+1tV, e B é¢r.

Basta fazer U = AB e montar a equacao (1.6) com a informagao fornecida do ponto
A e do vetor V.

Exercicio. Ache a equagao vetorial do plano que passa pelos pontos A = (0,1,0), B =
(1,0,1) e C =(0,0,1).

Exercicio. Determine equacoes vetoriais para os chamados planos cartesianos de R?, i.e.,
os planos de equacoes paramétricas

z=10 r=t, telkR
r=0 ou y=t teR y=0 ou y=20 e
z=35, seER, z=s, seR

z=0 ou y=t, telR
respectivamente.

1.5.1 Equacao geral do plano

Um vetor N (ou reta r de vetor diretor N) é dito normal a um plano m quando for ortogonal

a esse plano; ou seja,
(N, X —A) =0, VX e, (1.7)
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em que A € m é um elemento qualquer do plano fixado a priori (consulte a Figura 1.12).

Escreve-se NLx (ou rLm).

Figura 1.12: Vetor normal a um plano.

Em principio, a condicao N L7 estd associada a um conjunto infinito de equagoes, uma
para cada elemento X € m, segundo a equacao (1.7); contudo, conhecidos os vetores diretores
de 7 o problema de identificar se N é ou nao normal a 7 reduz-se a checar se N é ou nao
normal aos vetores diretores de m como descrito na proposi¢gao a seguir.

Proposicao 1.24. Considere o plano © que passa pelo ponto A € R? e que possui os vetores
diretores U e V' (nao nulos e nao co-lineares). O vetor N € R3\{(0,0,0)} € normal a 7 se,
e somente se, N é normal a U e a 'V simultaneamente.

Demonstragao. Da equacao vetorial do plano temos X € 7 se, e somente se, existirem
t,s € R tais que

X=A4t-U+s-V & X-A=t-U+s-V.
Por outro lado, da equagao (1.7), N_L7 se e somente se (N, X — A) =0, VX € 7; ou seja,
0=(N,X —A) = (N,t-U+s-V)=HN,U)+s(N,V), ViseR.

Assim, quando N L, fazendo t = 1 e s = 0 obtem-se 0 = (N,U), i.e., NLU; e parat =0
e s = 1, NLV. Reciprocamente, na hipétese NLU e N1V tem-se (N,U) =0 = (N,V) e,
consequentemente

(N, X —A)=t(N,U)+s(N,V)y=t-04+s-0=0, Vt,s€eR,
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ou seja,
(N, X—-A)=0, VXenr&s Nlm.

O

A equagao (1.7) é conhecida como equagdo geral do plano que passa por A com vetor
normal N e, essencialmente, estabelece que um plano em R? corresponde ao conjunto solucao
de uma equacao linear em trés variaveis.

Teorema 1.25. Considere o vetor N = (a,b,c) € R3\{(0,0,0)}.

a) O plano m que passa por A = (x9, 90, 20) € R® e tem N como vetor normal é o conjunto
solugao da equacdo
a(x — xo) + b(y — yo) + c(z — 29) = 0.

b) O conjunto solugdo da equagao linear ax + by + cz = d € um plano perpendicular ao
vetor N

Demonstracao. Pro item a) lembre que N L7 se e somente se (N, X — A) =0, VX €7; 0
que, supondo X = (z,y,2), N = (a,b,c) € R3\{(0,0,0)} e A = (x9, 90, 20) € R?, equivale a

<(a7b’c>’(z_J;Ovy_yOvZ_ZO» =0, para (ZL’,y,Z) .

a(2—20)+b(y—yo)+c(z—20)=0

Quanto ao item b), seja zg, Yo, zo uma solucdo qualquer da equagao linear em questdo;
solugdo que existe pois algum dos coeficientes é diferente de zero (por exemplo, supondo
¢c# 0,290 =0 =y com zg = d/c é solugao). Entao, axy + byg + czo = d assim como
ax + by + cz = d para qualquer outra terna X = (z,y, z) solu¢do. Logo, X = (x,y,z2) é
solucao se, e somente se,

ax + by + cz — (axg + byo + czp) = d —d < a(x — x9) + b(y — yo) + c(z — 29) = 0.

O que, segundo o item a) corresponde a equagao do plano que passa pela solugao particular
A = (z0,Y0,20) € R® e tem N = (a,b,c) como vetor normal. O]

A partir da equagao geral do plano, ax + by + cz = d, pode-se obter facilmente a equagao
vetorial do mesmo, basta determinar trés solugoes da equacao; ou seja, identificar 3 pontos
nao co-lineares do plano. A reciproca, i.e., como obter a equacao geral a partir da equagao
vetorial X = A+tU-+sV, merece uma analise mais detalhada. Precisamos, apenas, identificar
um vetor normal N ao plano, pois o ponto A é dado; pra isto basta achar, segundo a
Proposicao 1.24, um vetor nao nulo NV que seja normal a U e a V' simultaneamente. Digamos,
entdo, que U = (uy,us,u3) e V.= (v, v9,v3) sdo conhecidos e N = (z,y, z) é um vetor nao
nulo tal que

(N, UY = 0= (N, V) & T + ugy +uzz =0
’ ’ mT + vy + v3z = 0.
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Ou seja, o vetor N pode ser escolhido ao longo da reta intersecao entre os planos de vetores
normais U e V respectivamente (lembre que U e V' nao s@o co-lineares) que contem a origem;
ou, equivalentemente, N = (z,y,z) é uma solu¢do nao trivial de um sistemas com duas
equagoes lineares homogéneo e trés varidveis (necessariamente de posto 2 e nulidade 1 -vide
o préximo capitulo). Uma dessas solugoes é o produto vetorial de U e V', U x V' definido a
seguir:

U x V := (ugvs — uzvy, ugvy — Ui, U Vg — UV ) (1.8)

em que U = (uq, us, ug) e V.= (v1,v9,v3) (convidamos o leitor a verificar que a terna definida
em (1.8), também usualmente denotada por U A V| é, de fato, uma solucao do sistema de
equagoes).

Proposicao 1.26. Dados U e V wvetores nao co-lineares de R® tem-se

1.ULUXxV)eVLUXYV),

2. VxU=—-UxV),
3. aUxV)=(aU)xV =U x (aV), Va € R,
4. Ux (aU) =0, Va € R,
5. Ux (V+W)=(UxV)+(UxW), VIV € R.
Demonstracao. Aplique a defini¢ao. n

Exemplo 1.27. Determine a equacao geral do plano
T X =(0,1,0) + ¢(1,-1,1) + s(0, —1,1), t,s€R.

Solucao. Basta calcular o vetor normal N aplicando o produto vetorial dos vetores diretores
de 7:

N=(1,-1,1) x (0,—1,1) = ((-=1)1 — 1(—1),1(0) — 1(1),1(=1) — (—=1)0) = (0, -1, —1).
Logo, (z,y, z) € 7 se, e somente se,

0z —0)+ (-Dy—1)+(-1)(z2=0) =0 —y+1-2=0=y+z=1

1.5.2 Posicao relativa entre planos no R3.

Considere os planos m; e my com equagoes gerais (N1, X — A) = 0 e (No,Y — B) = 0,
respectivamente, em que Np, Ny € R*\{(0,0,0)} e A, B € R®. Entao ou os vetores normais
sao co-lineares, No = aN; para alguma o € R, ou nao sao co-lineares. Se for o caso nao
co-linear temos planos que se intersectam numa reta; caso contrario, sao planos paralelos
podendo ainda serem coincidentes ou nao dependendo de um dos pontos de 71, digamos A,
ser ou nao um elemento do plano my; i.e., dependendo de (N3, A — B) ser ou nao igual a zero.
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1.5.3 Retas e planos no R", n > 2 e n > 3 respectivamente.

O tratamento vetorial da equacao de uma reta, trabalhado na secao 1.4, independe da
dimensao do espago R", n > 2. Basta um ponto em A € R" e uma direcao V € R"\{O}
para identificarmos a reta r, que passa por A na direcao de V', com o conjunto formado de
todos os vetores ou n—uplas X € R"” tais que

X=A+t-V, tekR
Mais ainda, fazendo A = (ay,...,a,) ¢ X = (x1,...,2,), X € r se, e somente se,

.
r1 = a1 +tuy

To = Q9 +t212

x, = a, + tv,
teR,

\
ou ainda, pro caso em que v; # 0, Vi=1,...,n, X € r se, e somente se,

1 —aq Lo — A2 Tp — Ap

(%1 V2 Un

No caso de planos, o tratamento natural em dimensoes maiores a trés se da via a equagao
geral; ou seja, usando uma dire¢do normal N = (v4,...,v,) e um ponto A = (ay,...,a,) do
plano 7. Deste modo X = (xy,...,x,) € 7 se, e somente se,

(N, X —A)y =0 vi(z1 —ar) + -+ Ty —a,) = 0.

Claro, que para n = 4 nao bastariam dois vetores diretores para gerar o plano via as operacoes
algébricas de soma e multiplicagdo (como é caso de um plano em R3); na verdade seriam
necessarios trés vetores pois uma das variaveis, digamos x4 passaria a depender de outras
trés varidveis livres (e nao apenas duas como ¢ caso de um plano em R?): supondo vy # 0,

3
Vl(l’l — al) + V2($2 — (12) + Vg(l’g — CL3) + 1/4(1’4 — (l4) =0 Ty = d + Z oG5,
i=1

para certas constantes aq,as, a3 e d. De forma analoga, para n = 5 seriam necessarios
4 vetores e assim sucessivamente. Voltaremos a este assunto com a teoria de subespacos
vetoriais gerados.

Observagao 1.28. Note que um plano em R” é o gréfico de uma funcao (afim) com n — 1
varidveis; logo, uma hiperficie (n > 4) (consulte, por exemplo, [3, Cap.V,Sec.13]). Em
particular, “os planos” Hy 4 = {x € R™; (N, x) = d}, em n > 4, costumam ser chamados de
hiperplanos.
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1.6 Conicas no plano.

Lembre que um plano 7 em R? pode ser descrito na forma 7 = {A + zU + yV; x,y € R},
em que A é um elemento qualquer de w e U e V sao vetores diretores desse plano; assim,
é o grafico de uma fungao de duas varidveis v : R? — 7, cuja regra ¢(x,y) = A + 2U + yV
¢é a parametrizacao de m. Em particular, os cortes do plano com um cone pontudo devem
verificar uma equacao em duas variaveis e possivelmente nao linear. Esses cortes dao lugar
as chamadas conicas (e suas degeneragoes): elipses (Figuras 1.13 e 1.14), pardbolas (Figuras
1.15 e 1.16) e hipérboles (Figuras 1.17 e 1.18).

Definigao 1.29 (Conicas). Considere em R?® um sistema ortogonal de coordenadas, um
plano II e a equacao

ar® +bry +eyf +dr+ey+f=0, a,b,c,d,f,€R e a*+b*+c*#0.
Chama-se cénica ao conjunto dos pontos P = (x,y) € II que verificam a equagao acima.

Pode supor, pra simplificar, que esse plano II é simplesmente z = 0 (é o cone que se
mexe).

Definicao 1.30. Dados um plano II, dois pontos Fi, F5 em dito plano, distantes 2c¢ entre si
e uma constante a > ¢ > 0, se dd o nome de elipse ao conjunto dos pontos P € II tais que
d(P, F1) + d(P, F;) = 2a. As degeneragoes de uma elipse sao um ponto ou vazio.

d(F,Fy) =2¢, a>c>0, d+dy=2a

P

Figura 1.13: Elipses e circunferéncias Figura 1.14: Elipse no plano

Exercicio. Mostre que fazendo P = (z,y) e b = va? — ¢? a equagao da elipse pode ser

reduzida a ) )
T Y
o + 5] =1.
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Solugao. Podemos supor, sem perda de generalidade, que os focos sao F; = (—¢,0) e
Fy = (0,¢); assim, P = (z,y) é um elemento da elipse se e somente se

N € VAR ) A

22+ 2cr4y? = 4P+t —2ca+ Ayt —da/(z — )2+ 12 = /(2 — )2+ Y2 = a—xc/a =

CQ
22+ —2cx +y* =a® +2°*/a® — 2cr = (1——2> 2?4y =a? - A
a

Logo, fazendo b? = a? — ¢? e dividindo a tltima equacao por b? obtém-se

.'172 y2
St =1

O

Definicao 1.31. Dados um plano II, um ponto F', e uma reta r em dito plano, F' & r, se
da o nome de pardbola ao conjunto dos pontos P € II equidistantes de F' e de r, ou seja,
tais que d(P, F') = d(P,r). As degeneragbes de uma parabola sdo um par de retas paralelas,
uma reta ou vazio.

PcP <= d(P,F)=d(P,r)

)

Figura 1.15: Parabola Figura 1.16: Parabola no plano

Exercicio. Mostre que fazendo P = (z,y) e p = %d(F, r) a equacao da parabola pode ser
reduzida a
y? = dpx.
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PeH < |di—ds| =2a

P
H
d(Fy, F>) = 2¢ / |di — do| = 2a
0<a<c ! g,
/
P
Figura 1.17: Hipérbole Figura 1.18: Hipérbole no plano

Definicao 1.32. Dados um plano II, dois pontos F}, F5 em dito plano, distantes 2c¢ entre
si e uma constante 0 < a < ¢, se d4 o nome de hipérbole ao conjunto dos pontos P € II
tais que |d(P, F) — d(P, F3)| = 2a. As degeneragoes de uma hipérbole sdo um par de retas
concorrentes.

Exercicio. Mostre que fazendo P = (x,y) e b = v/¢? — a? a equagao da hipérbole pode ser

reduzida a ) )
xz Yy

@ b
Teorema 1.33. Dada a conica ax® + bxy + cy?> +dx +ey+ f =0, a? +b> + ¢ # 0, defina
o Discriminante A = b? — 4ac. Entdo:

= 1.

1. Se A <0, representa uma elipse (ou suas degeneracoes).
2. Se A =0, representa uma pardbola (ou suas degeneragoes).

3. Se A >0, representa uma hipérbole (ou suas degeneragoes).
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1.7 Exercicios: Geometria Analitica.

1.7.1 Espacos Euclideanos.

Q 1.1. Efetue a translagao dos eixos coordenados (x1, z2, x3) da base natural para o sistema
de eixos (2}, 2, x%) com origem em a (1,2,1). Represente graficamente o vetor v = (1,3, 2)
em ambos os sistemas do R3.

Q 1.2. Podemos genericamente definir uma translacao T no R? como uma aplicacao do R3
no R3 tal que t(v) = v —a, Vv € R?, em que a é uma terna qualquer fixada a priori. Mostre
que a soma ou a diferenga de duas translagoes nao é uma translacao. Por que ?

Q 1.3. Represente P, Q, PQ, QP, P+ Q, —P, —Q, P — Q, 2P ¢ 3P se

a) P=(0,0)eQ=(2-1).
b) P=(3,2)eQ=(11).
¢) P=(0,1)eQ=(3,1).
d) P=(0,0,0) ¢ Q= (1,2,4).

e) P=1(0,0,1)e @ =(2,3,—1).
Q 1.4. Calcule ||P — Q|| na Questao 1.3.
Q 1.5. Calcule ||P|| e ||Q]| na Questao 1.3.
Q 1.6. Dados os trés pontos A = (5,—3,1), B =(-2,4,3) e C = (3,1, —4), ache:
a) Os comprimentos dos lados do triangulo ABC;
b) As coordenadas dos vetores AB, BC, AC;
¢) As coordenadas de AB + BC e AB + BC + CA;

)
)

d) Os pontos médios M, N e Q dos vetores BC, AB e AC, respectivamente;
)

As coordenadas do centroide do triangulo ABC, i.e., o ponto P sobre AM tal que AP
= 2PM. Mostre também que P trissecta BQ e CN.

e

Sugestao: Represente graficamente os pontos. O ponto médio M = (z,y,z) do vetor do

1
vetor BC é tal que suas coordenadas resolvem: BM = §BC .

Q 1.7. Dados os pontos A = (4,—1,6) e B = (2,5, —4), ache:

a) O ponto C tal que B seja o ponto médio de AC;
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b) O ponto D tal que A seja o ponto médio de DB.

Q 1.8. Sejam os trés pontos A; = (z4,v;, 2); ¢ = 1,2,3. Prove que o centroide do triangulo
é o ponto coordenado por

(I1+9§2—|—5E3 Y1 + Y2 + Y3 Z1+22+23)
3 ’ 3 ’ 3 ’

Q 1.9. Dados os pontos A = (2,5,—1), B =(-2,1,4) e C = (0,—6,4), ache os pontos P
tais que:
a) AP=3AB, b) CP=2AB e c¢) AP=—5BP.

Q 1.10. Mostre que para quaisquer u,v € R"

L fJu+of]* = [Jul|* + 2(u, v) + []0] %,

2. |u—=f]* = [full* = 2(u, v) +[]0] %,

3. w0l + [lu = ol * = 2( [ul* + [[v][),
4w ol < lull + [l

S [ lull = ol | < ffu = ol

Q 1.11. Prove o teorema de Pitdgoras: d?> = 22 + y?, onde d é a hipotenusa e x e y, o
comprimento dos lados de um triangulo retangulo.

Q 1.12. Determine se o angulo entre os vetores u e v é agudo, reto ou obtuso:
a)
b)
c)
d) u=(-1,0,0,0,0) ev=(1,1,1,1,1).

1,0) e v = (2,2),

u=
u=(4,1) ev = (2,-8),
u=(1,1,0) e v = (1,2,1).

Q 1.13. Prove o Teorema 1.12 usando a lei dos cossenos.

Q 1.14. Uma esfera de centro A = (a,b,c) e raio 7 > 0 em R3 é o conjunto dos pontos tais
que sua distancia até A é igual a r. Prove que a equacao da esfera de raio r e centro na
origem ¢
m2+y2+22 =72,
Q 1.15. Prove que o ponto P = (z,y, z) é equidistante dos pontos A = (3,—2,1) e B =
(1,2,4) se, e somente se,
dr — 8y — 62+ 7=0.
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Q 1.16. Mostre que os seguintes conjuntos de pontos sao vértices de paralelogramos:
a) (0,0,0), (5,2,7), (-2,2,3), (3,4,10) b) (4,1,2), (-2,3,1), (5,1,4), (—1,3,3).
Q 1.17. Encontre vetores unitarios

a) com a mesma dire¢ao e sentido que

(a) (2’67 _S)a
(b) (2,2,1),
(C) (4’ 17 _3);

b) idem ao item a) mas, com sentido oposto;
c) ortogonais a (5,2, —3);
d) ortogonais a (1,5, —2) e (2, 3,1) simultaneamente.

Q 1.18. Dados os pontos A = (1,3,5), B =(—2,1,3) e C = (4,1,2): a) Calcule o cosseno
do angulo formado entre os vetores BA e BC; b) idem para os angulos formados entre AB e
AC e entre CA e CB; ¢) Calcule a area do triangulo ABC.

1.7.2 Equacgoes da reta.

Q 1.19. Dé as equagoes paramétricas da reta que passa pelos pontos A = (1,0,3) e B =
(—2,1,5). Mostre que esta reta é paralela a reta passando pela origem O e pelo ponto
C=(-3,1,2).

Q 1.20. Escreva uma equagao vetorial da reta r que passa pelo ponto médio M do segmento
AB e que tem vetor diretor v = ‘/73(%, 1_?217 —1). Sdo dados A =(1,1,3) e B=(3,1,0).
Q 1.21. Ache as equacoes paramétricas:

a) da reta passando por A = (1,5,0) e paralela ao vetor T' = (2, —7,4);

b) da reta que passa pelo ponto A = (1,7,6) e é paralela a reta que passa pelos pontos
B=(1,2,0)e C =(5,—-1,3);

c¢) da reta que passa pelo ponto A = (0,5,6) e é paralela a reta de equagao:

r=244t;, y=-2t; z=23+ 5t

Q 1.22. Dadas as equagoes:

2r—1 1-—y

= 1.
3 2 z+
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1. Mostre que elas representam uma reta.
2. Sao equacoes na forma simétrica? Caso nao sejam, passe-as para a forma simétrica.
3. Exiba um ponto e um vetor diretor de r.

Q 1.23. Considere a reta que passa pelos pontos A = (2,1,4) e B = (—3,5,2). Determine
os pontos nos quais a reta corta: a) cada um dos planos coordenados: xy, yz e xz; b) o plano
de equagao z +y + z = 4.

Q 1.24. Dois pontos efetuam movimentos descritos pelas equagoes:

X = (0,0,0)+A(1,2,4) AeR
X = (1,0,-2) + A(=1,—-1,—-1) X€R.

Pergunta-se se as trajetorias sao concorrentes e se havera colisao.

Q 1.25. Ache as equagOes paramétricas da reta que passa pelo ponto A = (4,1,-2) e é
normal ao plano de equacao 2z — y + 3z = 6.

Q 1.26. Prove que uma reta no plano é o conjunto dos pontos (z,y) € R? que satisfazem
uma equacao (cartesiana) do tipo:
axr + by = c.

Onde a,b,ce Rea#0oub#0.

Q 1.27. Dados os pontos A = (z1,y1,21) € B = 9,1, 22), mostre que se P = (z,y, 2)
estiver sobre a reta que passa por A e B, entao existem ntimeros s e t tais que s+t =1 ¢
T = Sr1+txe; y =5y +tys e 2 = sz1 + tzo. Mostre também que P estd entre A e B sse s e
t sao ambos nao negativos.

Q 1.28. Encontre representacoes vetoriais, paramétrica e simétrica da reta:
a) que passa pelos pontos

(a> P = (77 _2) € Q = (973);
(b) P=(5,4,-3) e @ = (1,-3,2);

b) que possui a representacao paramétrica

=442t teR;
) r=2-3t teR; ) ! ;+& &
1 11 = —
y=4+4t Z-3—7t

¢) que passa por (7, —1,8) na direcao de (1,3, —5);
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d) que passa por (1,9, —4) e (2,-3,0);
e) que passa por (4,—1,9) e é perpendicular ao plano 3z — 2y + z = 18.
Q 1.29. Determine a posicao relativa entre as retas

a) r: X =(1,1)+1¢1,0), teRes: y=0.

T =1, teR.
y=2+t

c)r: X=(1,1,1)+¢1,0,1), teRes: z2=2 e y=0.

b) r (acima) e s descrita por

Q 1.30. A projecao ortogonal de um ponto P sobre una reta r é o ponto na intersecao de
r com a sua perpendicular (ou normal) que passa sobre P. Obtenha uma férmula para a
projegao de um ponto qualquer P = (xg, o) sobre a reta y = x (Vide Figura 1.10).

Q 1.31. Calcule a projegao do vetor (7,2,4) sobre cada um dos vetores (1,1,0); (—1,1,2) e
(1,2,1).

Q 1.32. Prove que se as diagonais de um paralelogramo sao perpendiculares entre si, os
lados do paralelogramo sao iguais.

Sugestao: se X e Y sao dois vetores de mesma origem, entao as duas diagonais do paralelo-
gramo formado por ambos sao: X + Y e X - Y.

Q1.33 (Angulo entre retas). Suponha que 71 e r9 30 retas co-planares com vetores diretores
u e v respectivamente. Mostre que se 6 é o (menor) angulo entre elas entao

cos(0) = —| {u, v)]

[l o]

1.7.3 Equacoes do Plano.

Q 1.34. Dé equagoes paramétricas do plano m que passa pelo ponto A = (7,7, 1) e é paralelo
aos vetores u = (1,1,1) e v = (—1,0,1).

Q 1.35. Verifique se m; = 7, onde

m: r—3Yy+224+1=0 , m: 2zx—-6y+4z+1=0.
E em relacao a 7 do excercicio anterior ?
Q 1.36. Escreva equagoes paramétricas para a reta r = m; Ny, onde

m: 2x—y—3=0 , m: 3r+y+2z2—-1=0.
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Q 1.37. Estude a posicao relativa das retas:

—6
ri X =(1,2,3) + A\0,1,3) e {x+y+z

rT—y—z=—4.
Q 1.38. Estude a posicao relativa de 7 e r, onde
T X=(1,0,1)+X(1,1,1)+v(0,0,3) , r: X =(2,2,,1)+ «(3,3,0).
Q 1.39. Ache a medida do angulo entre os planos:
m: x—y+z2z=0 , m: xz+y+z=0.

Q 1.40. Suponha que a reta r “fura”’o plano 7 em angulo agudo 6. Se N é o vetor normal
ao plano e v é o vetor diretor da reta, prove que

[{V, v)]

sen(®) = Tl

Ache entao a medida em radianos do angulo entre r : X = (0,1,0) + A\(—1,—1,0) e 7 :
y+2z—10=0.

Q 1.41. Sejam a, b, c nimeros reais, a # 0. Suponha que a equacao geral de um plano 7 é
ax + by + cz = d. Mostre que a equagao vetorial pode ser escrita na forma:

d b
X = (—,0,0) +t(f,o,—1) +s(—,—1,o>, t.s R
a a a

Q 1.42. Ache a equagdo geral do plano m que passa por A = (9,—1,0) e é paralelo aos
vetores u = (0,1,0) e v = (1,1, 1).

Q 1.43. Determine a posicao relativa entre os planos t +y+z2—1=0ezx+y — 2= 0.

Q 1.44. Sejam N; e N, os vetores normais dos planos m; e my. Mostre que se 6 é o angulo

agudo entre eles entao
[(N1, No)|

cos(0) = .
[[ VL[| [[ V2]

Q 1.45. Encontre equacoes para o plano:
1. Perpendicular a reta que liga (1,4, —3) e (—2,5,1) e que passa por (1,5, 2).
2. Que passa pelos pontos (1,0,0), (0,1,0) e (0,0, 1).

3. Que contem o eixo “y”e o ponto (4,—1,2).



IE-UFRJ 33

Q 1.46. Ache o comprimento da perpendicular do ponto P = (2, —1, 6) ao plano de equagao
2z 4+ 6y — 3z = 28.

Sugestao: Tome um ponto qualquer do plano, p.ex., @ = (14,0,0) e ache o vetor projegao
de PQ sobre um vetor normal ao plano. Em seguida, calcule o comprimento da projecao.

Q 1.47. Determine o ponto P = (zg, Yo, 20), sobre o plano de equagao = + y + 2z = 0, que
estd a menor distancia do ponto A = (3,4, —2).

Q 1.48. Dé a férmula geral para o comprimento da perpendicular partindo do ponto P =
(20, Yo, 20) ao plano de equacao ax + by + cz = d.

Q 1.49. Prove que: a) o plano de equagao ay + bz = ¢ é paralelo ao eixo dos x; b) o plano
ax + bz = ¢ é paralelo ao eixo dos y; ¢) o plano az + by = ¢ é paralelo ao eixo dos z; d) o
plano ax = ¢ é paralelo aos eixos y e z.

Q 1.50. Demonstre as propriedades do produto vetorial descritas na Proposicao 1.26.
Q 1.51. Ache um vetor normal: a) ao plano formado pelos pontos A = (1,—1,1), B =
(2,0,—3) e C' = (0,2,4); b) ao plano de equacao —z + 3y + z = 2.

1.7.4 Conicas

Q 1.52. Com o auxilio do Teorema 1.33, reconheca a conica da equacao:

a) 4z — 4oy + Ty* + 122 + 6y — 9 = 0.

C

)

b) 22 — 2zxy+y? — 22 — 2y +1=0.
) 2% —day + 4y? — 62 + 12y + 8 = 0.
)

d) 2 —2zy+y*+z—y+1=0.

1.7.5 Questoes da ANPEC

Resolva as seguintes questoes/ano da ANPEC: 3, 12 e 13/1994; 9/1995; 11/1996; 1/1998;
1/2000; 1, 3 € 10/2001; 2/ 2002; 2/2003; 2/2004; 8/2010; 2, 10/2011; 3/2012; 2/2013; 7/2015;
11/2017; 3/2018; 3/2019.



34 Garciga O.,R.

1.8 Gabarito: Geometria Analitica.
Qll. zi=m -1, 2, =29—2ex; =15— 1.

Q1.2. SeTi(v) =v—aeTy(v) =v—bentdo [T1+T3](v) = (v—a)E£(v—0) = (vEv)—(atb),
que é um vetor de comprimento diferente, em geral, do vetor v; logo, nao coincide com uma
translacao de v. Note a composta das translacoes sim seria uma translacao:

(Ty 0 T1)(v) = To(Ty(v)) = Ty (v) —b=v —a—b=v— (a+D).

Q 1.3.a): PQ=0Q = (2,-1), Q73 P-Q=-Q=(-2,1),P+Q=Q, —P =P =(0,0),
2P = (0,0) e 1P :( L0); b): PQ = (—2,-1), QP = (2,1), P+ Q = (4,3), —P = (=3, -2),
-Q=(-1,-1),P-Q = (2,1), 2P (6,4) e 3P = (3/2,1), ...

Q1.4.a): [|P-Q|=+/(-22+12=5;b): /(2)2+12=+5

Q 1.5. a): [|P|| =0, [|Ql] = V5 0): [|PI| = V13, [IQIl = V2, ...

Q 1.6. (a) ||AB|| = 10.1; ||AC|| = 6.708; ||BC|| = 9.11; (b) AB=(-7, 7, 2); BC= (5,

-3, -7); AC=(-2, 4, -5); (¢) AB + BC = (-2,4,-5); AB + BC + CA = (0,0 O) (d
= (1/2,5/2,-1/2); N = (3/2,1/2,2); @ = (4,—1,—3/2) (e) Centroide: P = (2,2/3,0).

Trissecta BQ: BP = 2PQ = (4,—10/3, —3); e trissecta CN: CP = 2PN = (—1,—-1/3, 4)

Q 1.7. C = (0,11,—14) ¢ D = (6, 7, 16).

Q 1.8. Seja M o ponto médio entre Ay e Az, M = 1/2(As+ A3), e suponha que P = (z,y, 2)
seja o centroide a ser determinado. Entao,

1
AP =2PM & P=A; =2(M=P) & 3P = 4i+2M = A1+ Ayt Ay & P = S (Ai+Ay+ Ay).

Q1.9. a): P=(-10,—-7,14); b): P = (—8,—14,14); ¢): P =(—-4/3,5/3,19/6).

Q 1.10. Sejam u e v elementos de R". Entao, aplicando as propriedades do produto interno
Euclideano na Proposicao 1.9 e a definicao de norma Euclideana obtém-se

lu+o|)? = (u+v,u+v) = (uu+v)+ (v,u+v)
= (u,u) + (u,v) + (v, u) + (v, v)
=l +2(u, v) + [|v]*.

Em particular,

[l = ol* = [lu+ (=) = [Jull* + 2{u, —v) + [| = 0[] = [[ul|* — 2{u, v) +[[]|*.
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Somando as equagoes dos itens 1) e 2) obtém-se o item 3), e o item 4) é consequéncia do
item 1) e da desigualdade de Cauchy-Schwartz, (1.2),

[l +oll* = ul® + 2w, v) + [[ol* < Hull® + 2[Jul] - o]l + [v]]*
2
(Hull + {0l = {lu+ ol < JJull + [|v]].

Por 1ltimo, aplicando a desigualdade triangular,

[lull = [lv + (u = o)l < Jvf| + [[u = v|| = Ju]] = []o]] < [lu = o]
e, analogamente, ||v|| — ||u]| < ||[v —u|| = ||u — v||; ou seja,
| Jull = ol T < {lu = oll.

Q 1.11. Decorre do item 1) da questdo anterior, levando em consideragdo que (u,v) = 0
pois o triangulo é retangulo. Aqui, x = ||ul|, y = ||v]| e d = ||u + v]||.

Q 1.12. O angulo entre os vetores u e v é: a) agudo, b) reto, ¢) agudo, d) obtuso.

Q 1.13. A lei dos cossenos estabelece que numa triangulo de lados a, b, ¢, ¢ = a® + b* —
2abcos(7y), em que «y é o angulo interno oposto ao lado ¢. Sabe-se ainda, da Questao 1.10
item 1), que para dois vetores quaisquer em R", u e v

[l + ol = [Jul[* + 2(u, v) + [o]*

Entao, fazendo a = ||u||, b = ||v|| e ¢ = ||u + v|| no tridngulo gerado pelos vetores u, v e
u + v obtemos ¢ = a? + 2(u,v) +b? e § = m —~y, em que @ é o angulo entre os vetores u e v;
assim,

a® + b* — 2abcos(y) = ¢ = a® + 2{u,v) +b* = (u,v) = —abcos(y),

e lembrando que cos(0) = cos(m — ) = —cos(7y) conclui-se que
(u, v) = abcos(0) = |[ull - |[v]|cos(6).

Q 1.14. Uma esfera de centro A = (a,b,c) e raio r > 0 em R?® é o conjunto dos pontos
tais que sua distancia até A é igual a r; desse modo, (z,y, z) é uma elemento da esfera se, e
somente se,

d((z,y, 2), (a,b,¢c)) =r < d((z,y,2), (a,b,c))* =r* & (x —a)* + (y — b)* + (2 — ¢)* =17,

pois r é nao negativo. Em particular, quando o centro esta no origem; ie.,a =0=b=c¢, a
equacao toma a forma
Ay 4=



36 Garciga O.,R.

Q 1.15. O ponto P = (x,y, 2) é equidistante dos pontos A = (3, —-2,1) e B = (1,2,4) se, e
somente se,

d(P,A)=d(P,B) <= (z =3+ (y + 22+ (z = 1)’ =(z - 1)’ + (y — 2)* + (2 — 4)? <=
22 —62+9+y2 +4y+4+2°—22+1 = 22 20+ 1+y> —4dy+4+2°—82+16 <= 42—8y—62+7 = 0.

Q 1.16. Para checar se o quadrilatero ABCD formado pelos pontos A, B, C' e D, posiciona-
dos no sentido anti-horario num plano, é um paralelogramo bastaria checar a chamada regra
do paralelogramo descrita na Questao 1.10 item 3) que diz que num paralelogramo gerado
pelos vetores u e v, no caso u = AB e v = AD, o dobro da soma dos quadrados dos lados é
exatamente igual & soma dos quadrados das diagonais u + v e u — v; no caso, u+v = AC e
u —v = DB (consulte a Figura 1.19):

[+ ol[* + [Ju = ol = 2(][ul* + [[v]]*).

Figura 1.19: Paralelogramo num plano =

a) A=(0,0,0), B=(52,7),D=(-2,2,3),C=(3,4,10): u= AB = B, |[u|]?* = T8,
v=AD =D, |p|P =17, u+v = AC = C, |lJu+v||* =125, u —v = B — D,
l|lu — v||* = 65:

[lutv|* +[lu—v][* = 125+65 =190, e 2(][ul|*+[Jv]]*) = 2(17+78) = 295 = 190.
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Ou seja, o quadrilatero ABCD é um paralelogramo.

b) A= (4,1,2), B = (=2,3,1), D = (5,1,4), C = (-1,3,3): u = AB=B— A =
(=6,2,—1), |Ju|]* =41, v=AD=D—-A=(1,0,2), ||| =5, u+v=AC=C—-A=
(=5,2,1), [lu+v|[*=30,u—v=B—D=(=7,2,-3), |lu—v|* =49 + 4+ 9 = 62:
lu+v|)> +Jlu—v|[* =30+62=92, e 2(|[ul]*+||v]|*) =241 +5) =246 = 92.
Ou seja, o quadrilatero ABCD também é um paralelogramo.

Q1.17. a.1) (2/7,6/7,=3/7), a.2) (2/3,2/3,1/3), a.3) (v/26/26)-(4,1, —3); b) (=2/7,—6/7,3/7);
o) {(z,y,2);50 +2y — 32 =0, 22 + 9> + 22 = 1}; d) {+£v/195/195(—11,5,7)}.

1722 2237
1
(¢) area do triangulo ACB= §HBCH - ||BA||sen(0) ~ (37 -17-0.77)/2 = 9.656, em que 6 é

o angulo entre BA e BC calculado no item (a)

Q 1.19. R(t) = {(1 — 3t,t,3+ 2t);t € R}. Note que v =(—3,1,2) = 1-OC é vetor diretor
dessa reta; assim, é paralela a reta passando pela origem O e pelo ponto C' = (-3, 1, 2).

Q 1.20. O ponto médio do segmento AB é

1 143 14+1 3+0 3
2( + ) ( 2 ) 2 ) 2 ) (7 72)
Logo,
3 V3.1 3
X = M = (2,1, = — (=, —, 1 R
r + v = (2, ,2)+)\7(7,14, ) A€
3
= (2,1,2) + p(2,3,—14), uw e R.

2

Q121. (a) e =142t, y=5—-"Tt, z=4t; (b) v =144, y =7—3t, z = 6 + 3t;
(¢c)x=4t, y=5—2t, z=6+5t.

Q 1.22. 1) Observequelg—y:z—i-lequivaleay:—Qz—le% =z+4+1, ax =

3/2z 4+ 2. Logo, o conjunto das ternas (z,y,z) que verificam ditas equagoes é da forma
(3/2242,—-22—1,2) =(2,—-1,0) + 2(3/2,-2,1), z € R.
2) As equagbes nao estao na forma simétrica que no caso teriam a forma:

T

[N

y—1 z+1
-2 1

ol |

3) A reta passa pelo ponto (1/2,1,—1) (e também pelo ponto (2, —1,0)) com vetor diretor
(3/2,—2,1).
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Q1.23. P=(z,y,2) €r<sax=2—>5t, y=1+4t, z=4—2t. (a) corta xy em (—8,9,0);
xz em (13/4,0,9/2); e yz em (0,13/5,16/5). (b) corta o plano x +y + z =4 em t = 1; ou
seja, no ponto P = (—3,5,2).

Q 1.24. Note que os vetores diretores nao sao co-lineares pois um nao é multiplo do outro,
ie.,
/HO( € R; (17 27 4) = Oé(—l, _17 _1) = (_055 -, —Oé),

consequentemente as retas nao sao paralelas. Para identificar se sao concorrentes ou nao
precisamos entao checar se h4 um plano que as contem pois estdo em R*. Uma forma
simples de checar a existéncia de tal plano é verificar se o vetor AB em que A é um ponto
da primeira reta, digamos (0,0,0) e B um ponto da segunda, por exemplo (1,0,—2) (e
neste caso AB = B — A = (1,0, —2)) pode ser obtido como combinagao linear dos vetores
diretores u = (1,2,4) e v = (—1,—1, —1) de ditas retas, i.e., se existem t e s reais tais que
AB = tu+sv. Por sua vez, isto equivale a checar se a matriz que tem as linhas AB, u e v é ou
nao de posto maximo e, sendo quadrada, o problema reduz-se a checar se seu determinante
¢é ou nao igual a zero:

1 0 -2
1 2 4|=-24+0+2-4+4+0=0.
-1 -1 -1

Entao as retas sao concorrentes.

J4 para a segunda parte da questdao devemos pressupor X (A) = (0,0,0) + \(1,2,4)
e Y(A) = (1,0,—2) + A(—1,—1,—1) representam a posi¢ao de dois corpos que em movi-
mento retilineo descrevem trajetérias descritas por {X (M)} e {Y(N\)}x ao longo do tempo
A comecando em A = (0 mas aceitando reversibilidade do tempo, ou seja, A pode ir a +oo e
também a —oo. Assim, colisdo corresponde a existéncia de A € R tal que X(\) = Y/(A), i.e.,

A1,2,4) =(1,0,=2) + A(—-1,—-1,—-1) < A(2,3,5) =(1,0,-2)
o que é impossivel de modo que nao havera colisao.
Q125. x=4+2t,y=1—1t, z = -2+ 3t;

Q 1.26. Se C é o conjunto dos pontos (z,y) € R? que satisfazem uma equacao (cartesiana)
ax+by = ccoma,b,c € Rea # 0oub # 0entao C é o grafico da funcdo afim y = ¢/b—(a/b)x
(caso b # 0), que é uma reta no plano; ou C' = {(¢/a,y); y € R} (caso b = 0 e a # 0),
que também é uma reta, no caso, vertical. Por outro lado, se r = {(z,y) € R?; (z,y) =
(0,%0) + t(v1,v2), t € R} é uma reta no plano que passa por (xg, o) com vetor diretor
v = (v1,v2) # (0,0) entdo

r—xg=1tv; e y—yo=tvy, teR



IE-UFRJ 39

Se v; = 0 entao z = xg, i.e.,, 1-x+0-y = x¢; ou seja, r é o conjunto solucao de uma equagao
linear em duas varidveis. Andalogo para o caso vy = 0. Podemos supor entao v; e vy nao
nulos para concluir que (z,y) € r se, e somente se,

T — X0 — 1 —1 T
S y0<:>—x—|——y:—0—@.
U1 Vg U1 Vg U1 V2
N~~~ ~— N—_——
a b c

Q 1.27. P = (z,y,2) deve ser tal que AP = cAB o que implica x = cxs + (1 — ¢)z,
y=cya+ (1 —cly1 e z=czy+ (1 —¢)z. Coloque t =ce s=1—c. Entao, min{xy,z2} <
r < max{xy, 2} implicat > 0 e s > 0 (idem paray ez ).

Q 1.28. a.1) Vetorlal X =(7,-2)+t(2,5), t € R; paramétrica: = =7+ 2t, y = —2 + 5bt,
-7 _y+2 + 2

t € R; simétrica:

a.2) vetorial: X = (5,4, 3) ( 4 —7,5), t € R; paramétrica: x = 5 —4t, y = 4 — Tt,

4 3
z=—3+45t, t € R; simétrica: _y==_ Z+ ]

—4 -7 5
—2 —4
b.i) vetorial: X = (2,4) +t(—=3,4), t € R; simétrica: L 3= Y T

b.ii) vetorial: X = (4,-2,3) + (2,5, ~7), t € R; simétrica: — — ===
1

-7 -8
¢) paramétrica: x = 7+t, y = —1+3t, 2 = 8 — 5t, t € R; simétrica: L T = y—é— _Z :
-1 -9
d) paramétrica: x = 1+ 2t, y =9 — 3t, z = —4, t € R; simétrica: * 7 = Y , 2= —4.

-3
e) vetorial: X = (4,—1,9) +t(3,-2,1), t € R; paramétrica: * = —4 4+ 3t, y = —1 — 2t,
x—4_y+1_z—9
3 -2 17

z=9+41t,t € R, simétrica:

Q 1.29. a) paralelas diferentes; b) concorrentes; ¢) paralelas diferentes.

To+ Yo To+ Yo
2 7 2 ’

Q 1.30. Pr<$0,y(]> = <

9 1 5
5(1, ].,O), P(_1’172)<7,2,4> = 5(—1,1,2), Plgl (7 2 4) 2(1,2, ].)

Q 1.32. 0= (X +Y, X =Y) = ||X[]P = [YV[]* & || X]| = [|[Y]]

Q 1.31. P 10)(7,2,4) =

Q 1.33. Note que o angulo entre as retas coincide com o angulo entre seus vetores diretores.
Q 1.34.
r = T4+AXD)+p(-1)=7T+X—pn
= 7T+ X1)+ (0
z = 14+ A1)+ p(l
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Q 1.35. Das equagoes gerais obtemos os vetores (1,—3,2,1) e (2,—6,4,1) que nao sao co-
lineares e, consequentemente, os planos sao diferentes mesmo sendo paralelos pois os vetores
normais sao co-lineares: 2(1, —3,2) = (2, —6,4). Para estudar a posigao relativa em relacao
a m da questao anterior podemos obter primeiro sua equacgao geral a partir da vetorial:

m: X=A4+ +p=(7,71)+X1,1,1)+u(-1,0,1), A\ peR.

Calculando entao o produto vetorial dos vetores diretores obtém-se um vetor normal a 7
N=(1,1,1) x (=1,0,1) = (1,—2,1). Logo, (x,y, 2) € 7 se, e somente se,

0=(N,X—-A)=1z—-7)-20y—-7+1(z—1)=x—-2y+2+6.

Obtemos entao para m o vetor (1,—2,1,6) e assim concluimos que 7 é transversal a m; e a
9.

Q 1.36. Note que os vetores normais (2, —1,0) e (3, 1,2) nao sao co-lineares entao os planos
sao transversais, ou seja, a intersecao ¢ uma reta. Para descreve-la precisamos de apenas
dois pontos, i.e., de um par de solugoes distintas do sistema 2z —y = 3, 3xr +y + 2z = 1.
Por exemplo, A = (0,-3,2) e B =(2,1,-3). Entao

r: X =A+MB=(0,-3,2)+X(2,4,-5), AeR &

Tz = 2\
= —3+4A
z = 2—5\ MXeR.

Q 1.37. Observe que se (z,y,z) € s entdo, somando as equagoes, obtemos 2x = 2, i.e.,
x=1ey+z=2>5 Assim P, = (1,0,5) e P, = (1,5,0) sdo pontos de s e v = PP, =
(1-1,5—-0,0—5) = (0,5,—5) é seu um vetor diretor (um deles). Como os vetores diretores
de r, u=(0,1,3), e de s, (0,5, —5), ndo sdo co-lineares as retas nao sao paralelas podendo
ser concorrentes ou reversas. Neste ponto seguiremos o procedimento da questao 1.24 com
A=(1,2,3), B=P,uewv:

0 -2 2
0 1 3|=0 = co— planares.
0 5 =5

Entao sao concorrentes.

Q 1.38. Note que (3,3,0) = 3(1,1,1) — (0,0,3). Entao a reta é paralela ao plano. Para
checarmos se esta contida ou nao no plano basta checar se um ponto qualquer dela pertence
ao plano: digamos (2,2,1). Ou seja, se existem A\, p € R tais que

(2,2,1) = (1,0,1) + M(1,1,1) + (0,0,3) < (1,2,0)= MM\ A+30) < 1=2

O que é impossivel, ou seja, a reta é paralela ao plano.
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Q 1.39. Basta calcular o menor angulo (agudo ou reto) entre as retas geradas pelos vetores
normais N; = (1,—1,1) e Ny = (1,1,1): 0.

) [(N1, No)| 1-1—1-1+1-1 1
coSs = = ———
IMI[INof] VI+T+TVI+T+1 3

Entao 0 = arccos(1/3).

Q 1.40. Seja V = (—1,-1,0), N = (0,1, 1), b o angulo agudo entre V' eN e a, o angulo em
questao, entao (Vide Figura 1.20) a = 7/2 — b e sen(a) = sen(w/2 — b) = cos(b). Logo,

M

T

Figura 1.20: Angulo a entre a reta e o plano

N -1 1
sen(a) = (VN _ J0-1+0[ _ 1

IVIIIINI - VI+IyI+1 2

Entao a = arcsen(1/2) = /6.

Q 1.41. Note que A = (d/a,0,0), B = ((d + ¢)/a,0,-1) e C = ((d + b)/a,—1,0) sado
elementos do plano; assim u = AB e v = AC podem ser escolhidos como vetores diretores:

d b
X = (—,0,0) +t(f,0,—1) —i—s(—,—l,O), tsER.
a a a

Q142. x —2z=0.
Q 1.43. Transversais.

Q 1.44. O (menor) angulo entre os planos é agudo e coincide com o angulo entre seus vetores
normais.

Q145. 1) 3z+y+42=10;2)x+y+2=1;3) X =1(0,1,0) + s(4,-1,2), t,s € R.
Q 1.46. 48/7.
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Q 1.47. P = (5/2,7/2,-3).

Q 1.48.

|d — (azxg + byo + c2o)|

Va2 + b2+ 2

Q 1.49. (a) normal ao plano: (0,a,b); diregao do eixo x : (1,0,0); (b) normal ao plano:
(a,0,b); diregao do eixo y : (0, 1,0); (¢) normal ao plano: (a,b,0); diregao do eixo z : (0,0, 1);
(d) normal ao plano: (a,0,0); vetor do plano yz : (0,y, z).

Q 1.50. Aplique a defini¢ao de produto vetorial.
Q 1.51. a) (a) (15,1,4); (b) (—1,3,1).

Q 1.52. Classificacao das conicas:

a)

A = (—4)?—4(4)(7) < 0 = elipse (ou um ponto ou o vazio). Porém, as degeneragoes
podem ser descartadas pois para y = 0 a equacao toma a forma 42 +12x — 9 = 0, que
possui duas raizes distintas. Para mais detalhes consulte a Figura 1.21.

A = (-2)>-4(1)(1) =0 = parédbola (ou um par de retas paralelas, uma reta ou
vazio). Note que

0 = 2> —20y+y*—20—-2y+1=(x—9y)?*—-2@—y) +1—4y
= [z —y) -1 —4y

que corresponde a uma parabola com eixo de simetria em y = x (consulte a Figura
1.22).

A = (—4)> —4(1)(4) = 0 = pardbola (ou um par de retas paralelas, uma reta ou
vazio). Neste caso

0 = 2 —doy+4y* — 62+ 12y +8 = (x — 2y)* — 6(x —2y) +8
= [(z—2y)-3" -1
& Hl=(rx—-2y) -3 rx—-2y=4 V x—-2y=2

corresponde a duas retas paralelas.

A = (-2)>-4(1)(1) =0 = parébola (ou um par de retas paralelas, uma reta ou
vazio). Observe ainda que

0 = ®-2oy+y’+o—y+l=(r—y’+(@-y +1
B 177 1
= {(:E—y)+§:| —f-l—Z
3 11?
& —Z:[(:L’—y)%—ﬂ > (0 absurdo.

Assim, estamos no caso degenerado em que o conjunto solucao da equagao é vazio..
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42 — dzy + Ty* + 122+ 6y — 9 =0

Figura 1.21: Elipse. Figura 1.22: Parédbola.

ANPEC (1994 Q3). Determine a de tal modo que a reta contendo os pontos A = (o, 4)
e B = (—1,2) seja perpendicular a reta contendo os pontos C' = (4,—1) e D = (3,1). Em
seguida, determine 5 de forma que a reta contendo E = (/3,4) e B seja paralela a reta

contendo C' e D. Qual é o valor de (o + )7

Solugao. Sejam rap, rcp € Tgp as retas contendo os pontos A e B; C e D; e F e B

respectivamente. Entao
rap: X = B4tBA=(-1,2)+t(a+1,2), teR

rep: X = C+sDC=(4,-1)+s(1,-2), seR
rpp: X = B+1BE=(-12)+7(f+12), T€R

Observe agora que r4p € rop sdo perpendiculares se, e somente se, (a +1,2)L(1,-2), i

0=((ae+1,2),(1,-2)=(a+1)—4d=a—-3 & a=3.
Por outro lado, as retas rgp e rop sao paralelas se, e somente se, exite A € R tal que
(B+1,2)=X1,-2) & p[B+1=X e 2==-2\ & A=-1 e [=-2.

Entao a+=3-2=1.

ANPEC (1994 Q12). Calcule a area compreendida entre as curvas y —z = 0; y =

y+r—6=0ey—axz+4=0.

€.,

0;

Solugao. Observe que as retas y = x e y = x — 4 sao paralelas e cortam a reta y = 0 na
origem O e no ponto P; = (4,0). A reta y = 6 — x corta perpendicularmente a reta y = «
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y=X-4

y=6-Xx

Figura 1.23: Area delimitada pelas retas

em P; = (3,3) earetay =z —4 em P, = (5,1). Entao, a drea em questao é a area do
trapézio OP; P, P; (Vide Figura 1.23):

Area = (0, I) —g dih, PQ)d(Pz, Py)
_ VEEF ¢(52— 42 + (1 - 0)2\/(3 TG

_ WM —2/2(2v2) = 2° =8,

ANPEC (1994 Q13). Assinale as proposigoes verdadeiras e as falsas:

V (0)

A intersecao das curvas y —x +2 =0, y+x —8 = 0 e y = 0 forma um triangulo
isésceles.

Solugao. Note que y = x — 2 corta a reta y = 0 (o eixo x) no ponto P, = (2,0) em
angulo de /4 (pois seu coeficiente angular é um) e corta ortogonalmente a reta y =

—z+8em P3 = (5,3). Entdo, o terceiro angulo do triangulo Py PoPs é m/2—7 /4 = /4,
ou seja, isosceles. Aqui Py = (8,0) é a intersecao de y = —z +8 e y = 0.

Dois pontos satisfazem as equagoes: (z —4)> + (y—4)> —8=0ex+y—4=0.

Solugao. Se (x,y) € R? verifica as duas equacoes entao y = 4 — x e, substituindo na
primeira,

8= (r—4) +(d-2-42=2"-82+16+2° 0= —do+4= (-2 r=2

Logo, y =4 — 2 = 2 e temos um tnico ponto verificando as duas equagdes: (2, 2).
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V (2) No espaco bi-dimensional (z,) a distancia entre os pontos (a, b) e (b, a) é [2(b—a)?]*/2.

Solugao. Aceitando que refere-se ao espaco Euclideano com a norma induzida pelo
produto interno usual

d((a,0),(b,a)) = V(a=0>+ (b —a?=+/(=(b—a)*+(b—a)
= /2(b—a)? = [2(b—a)}"/%

F (3) A equagao 2% + y* — 2x = 0 representa um circulo cujo raio é dois.

Solugao. Note que
Py -2r=02"-20+1+yY —-1=0& (r - 1) +y* =1,
que representa o circulo de centro (1,0) e raio um (1).

(4) As equacoes a;z + asy + a3 = 0 e bz + boy + by = 0 contém o ponto (xg,yo). Entao,
para uma dada constante ¢, a equagao (a1x + asy + az) + c(byx + bay + b3) = 0 contera
o ponto (g, yo): Verdadeiro.

Solugao. Sabemos que a;xg + asyy + az = 0 € byxg + bayo + b3 = 0. Entao (ayzg +
asyo + az) + c(bixg + bayo + b3) = 0 + 0 = 0, qualquer que seja ¢ € R.

ANPEC (1995 Q9). A respeito dos trés subconjuntos de R definidos por
A = {(x)y) tal que 2?2 +y?> =1}, B = {(x,y) tal que (z — 1)*+ (y +1)> < 1} e
C = {(xy) tal que [z] + |y| < 1}.
Indique se as afirmativas abaixo sao verdadeiras ou falsas:

V (0) O conjunto BN C tem area inferior a 1/3.

Solucgao. Note que a drea BN C' é um quarto da area de B menos a area do triangulo
formado pelos pontos {(0,—1),(—1,1),(1,0)} (vide figura 1.24). Ou seja,

1 1.1 1 1 7-2 32-2 12 1
Area(BNC)=-m-12 -~~~ = "q—~ = < =22 -03< -
rea( )= 2 — 4" 27 4 1 1 3

F (1) O conjunto AN BNC é vazio.
Solugao. (0,—1),(1,0) e ANBNC #10

V (2) O conjunto AN B tem drea igual a zero.

Solugao. AN B é o arco de circunferéncia que liga os pontos (0,—1) e (1,0).
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N

Figura 1.24: Conjuntos A,B e C.

F (3) O conjunto AN C possui o dobro de elementos do conjunto AN B.
Solugao. #ANC =4 <+

ANPEC (1996 Q11). Indique se as afirmativas sao verdadeiras ou falsas.

V (0) No R3, a distancia entre os pontos (1,2,3) e (2,0,5) é 3.

Solucgao.

d((1,2,3),(2,0,5) = /(1 =22+ (2—-024+(3-5)2=v1+4+4=V9=3,

F (1) Se z e y sao vetores no R™, entao eles sao paralelos se e somente se seu produto interno
)
for zero.

Solugao. Lembre que produto interno zero corresponde a ortogonalidade.

V- ©2) e +yll < [l + [yl

Solucgao. A desigualdade triangular é uma das propriedades da norma.

V (3) Considere z = (3,0,4) e y = (2,/8,2), vetores no R*. Entao ||z|| = 5, ||y|| = 4 e dez
vezes o cosseno do angulo entre x e y é igual a 7.

Solucgao.
|z|| = V32 +42=v25 =5, |jyll=v4+8+4=V16=4, (x,y)=6+0+8=14.
Entao, se 6 é o (menor) angulo entre x e y,

(x,y) 14 7
0) = = = — 10 0)="17.
05O = eyl ~ 52~ 10 1000s(®)

F (4) No R?, a inclinagao da reta que passa nos pontos (—1,3) e (0,0) é igual a 3.
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Solugao. A inclinagao da reta é descrita pela variagdo média que é constante (logo,
coincide com a variagdo instantanea):

Sy _ 3-0

Ar 10 ©

ANPEC (1998 Q1). A respeito das funcoes f : R? — R definidas abaixo, responda V ou

F.
Vv (0)

O valor minimo da fungao f(z,y) = zy? sujeito a restricao |z| + 9|y| < 9 ¢ inferior a
—1 (menos um).

Solugao. Observe que f < 0 quando z < 0 e y # 0, além disso f(z, +y) = z(+y)* =
ry? = f(x,y). Entdo, para calcular o minimo de f em tal regidio podemos supor
x < 0ey > 0. Nesse caso, a restricao |z| + 9|y| < 9 toma a forma —z + 9y < 9, i.e.
x>9y—1),0 <y < 1. Estudando entdo a fun¢do de uma variavel g : (0,1) — R,
g(y) = 9(y — 1)y* podemo obter uma cota superior para o infimo de f no conjunto
factivel dado (na verdade seu minimo).

2

0=g'(y) =9y +2 -y =By —-2)=y=3 e

9 9
J(y) <0, ye(0, 5); g(y) >0, y¢e (g, 1),

ou seja, y = % realiza o minimo de g de valor

eali) (- (3)i-4 o

O valor minimo da funcao f(z,y) = |z| — |y| sujeito & restricao (z — 1)* + y
superior a zero.

2=1¢

Solugao. Observe a Figura 1.25 e note que o circulo (z — 1)? + y? = 1 tem intersegao
nao vazia com os cones' em que |r| < |y|. Por exemplo, para = 1/2 a escolha

y=+/1—(1/2—1)2 =+/3/2 coloca o ponto (1/2,+/3/2) no circulo e f(1/2,/3/2) =
1/2 —+/3/2) < 0.

O valor méximo da funcao f(z,y) = (x —1)* + (y — 1)? sujeito a restricao |z|+ |y| = 2
é superior a 4.

Solugao. Note que a curva de nivel r? de f é a circunferéncia de raio r e centro (1, 1).
Até a circunferéncia de raio /10 temos interse¢ao nao vazia com o losango. Assim o
nivel maximo ¢é 10 (Vide Figura 1.26).

'Um cone, em R", é um subconjunto K com a propriedade: Vx € K, t >0 = tz € K.
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XI5

[x]

Figura 1.25: Retas y = +x e circulo (x — 1)* +¢y* =1

N

Figura 1.26: Losango |z| + |y| = 2 e circunferéncias concéntricas
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ANPEC (2000 Q1). A respeito dos subconjuntos A, B, C definidos abaixo,no R?, responda
V (verdadeiro) ou F (falso):

A={(z,y) eR*: (x -1+ (y+1)?<1}, B={(r,y) €R*: zy <2}
e C={(z,y) eR*: |z —2|+2ly+1| <2}.
F (0)
F (1)
V (2) Area ANC <2
F (3) Area B < Area (AU C)

Solugéo. Vide Figura 1.27 e observe que BN C=C# Q; BNA=AG%#I(; Area ANC <
Area A _1),(2,-2),2,0) = % =1<2eArea B=+00 &£ Area (AUC) <2 x4 =28.

Figura 1.27: Conjuntos A, B e C.

ANPEC (2001 Q1). A respeito dos subconjuntos A, B, C definidos abaixo, no R?, responda
V (verdadeiro) ou F (falso):

A={(z,y) eR*: |r—2[+|y+2/ <2}, B={(z,y) eR*: (z—4)"+(y+1)* <1}
e O={(z,y) €R?*: 3<x <5, —2<y<0}L
F(O) CcAUB
F((1) AnBnC=10
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V(2 BcC
V (3) Area AUC > 11.
F (4) ANB°NC*° =0, onde para X C R? se define X¢ = {(z,y) € R*: (z,y) & X}.

Solugao. Vide Figura 1.28. Em relaco ao item (3), note que: drea de A =2 x 2 =38,

7
N

Figura 1.28: Conjuntos A, B e C

AT@G(C—A):ATBG(C)—ATGCL(AQC):QXQ—1>2<1:4—1:E:;

Area(AU C) = Area(A) + Area(C — A) :8—1-; > 8+g:8+3: 11.
ANPEC (2001 Q3). Assinale V (verdadeiro) ou F (falso).

V (0) O plano {(x,y,2) € R®: —2z — 5y + 9z = 15} contém os pontos (1,2,3), (—=1,1,2) e

(2,-2,1).
Solucao.
(1,2,3) en?  —2(1)—=5(2)+93)=-2-104+27=15 i
(-1,1,2) en?  —=2(-1)—5(1)+9(2)=2—-5+18=15 V
(2,-2,1) en? —=2(2)—-5(-2)+9(1)=—-4+10+9 = 15. v

V (1) O plano {(z,y,z) € R* : x + 2y + 3z = 12} é ortogonal ao plano {(z,y,z) € R? :
r+y—z=1T7}.
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V(2)

Solugao. Sejam N; = (1,2,3) e Ny = (1,1 — 1) os vetores normais de ditos planos.
Entao

(N1,No) =1(1) +2(1)+3(-1)=142—-3=0= N1LN, ie., ortogonais.

A interse¢ao dos trés planos {(z,y,2) € R® : z + 2y + 32 = 12}, {(z,y,2) € R? :
r+y+z2=06}e{(r,y,2) € R®: 22+ 3y + 4z = 10} é o conjunto vazio.

Solugao. O problema equivale a incompatibilidade do sistema de equacoes lineares de
matriz ampliada
1 1
[A]p] = | 1
2

W = N
= =W
S O N

1

Observe que na matriz A, I3 = [y + l5 entao o posto de A é menor ou igual a dois. Por
outro lado, [A|b] possui posto 3.

O plano {(z,y,2) € R® : x + 2y + 3z = 20} é tangente a bola {(z,y,2) € R? :
(x —2)2+ (y — 3)? + 2% = 11} no ponto (3,4, 3).

Solugao. Seja S a esfera {(x,y,2) € R®: (x —2)>+ (y — 3)2+ 22 = 11} e 7, o plano
{(z,y,2) € R®: x+2y+ 3z =20}. Temos que checar se (3,4,3) € SNTeseré
tangente a S nesse ponto. Note que 3+2(4)+3(3) = 3+8+9 = 20, ou seja (3,4, 3) € ,
e(3—22+(4-32+3*=1+1+9=11, 1ie, (3,4,3) € S. Observe agora que para
a tangéncia o vetor normal do plano teria de ser um multiplo do raio da esfera até
esse ponto. Seja R = (3,4,3) — (2,3,0) = (1,1,3) o vetor que representa dito raio e
N = (1,2, 3) o vetor normal do plano. Obviamente nao existe « € R; R = aN. Entao
o plano nao é tangente a esfera em (3,4, 3).

(Célculo do plano tangente) Utilizando elementos de cédlculo diferencial em vérias
varidveis podemos obter o plano tangente a uma hiperficie M = f~!(c) num ponto
p, onde f:R™ — R é uma fungao de classe C! e p é uma solugao da equagao f(z) = c
(M é o conjunto de todas as solugdes de dita equagao), se Vf(p) # O. Pois nesse
caso M é localmente o grafico de um funcao de n — 1 varidveis (Teorema da funcao
implicita) e V f(p) é normal as curvas de niveis de f (a M em p) pois aponta na diregao
de maximo crescimento de f. Tendo em maos um ponto do plano e seu vetor normal
podemos descrever o hiperplano tangente a M no ponto p:

{z e R" [(Vf(p),z —p) =0} (1.9)

Neste exemplo particular terfamos f(z1, T, 3) = (z1 — 2)? + (73 — 3)* + (23)?, ¢ = 11,
M = f71(11) = S, p = (3,4,3). Logo, Vf(x) = (2(x; — 2),2(z2 — 3),2(x3)) e, em
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particular, V f(p) = (2(3 — 2),2(4 — 3),2(3)) = (2,2,6) e da equacao (1.9) obtemos o

hiperplano tangente

{xGRB; <(27276>a(l‘1_371’2_471‘3_3)):O} =
{r €R? 22y —6+229 — 8+ 613 — 18 =0} = {z€R® z;+ 23+ 33 = 16}.

A distancia entre os planos {(z,y,2) € R® : =+ 2y + 32 = 12} e {(z,y,2) € R? :
x + 2y + 3z = 13} é menor do que 1 (um).

Solugao. Sejam 7 e my os planos pela sua ordem e note que P, = (0,0,4) € m e
P, =(0,0,13/3) € mp. Entao

dir,m) = inf d(z,y) < d(Py, Py) — /(1= 13/3) — % <1

TETL,YEMT2

Célculo efetivo da distancia entre m : (N, X) = (N, P) = dy e my: (N, X) = ds.
Temos dois planos paralelos (descritos pelo mesmo vetor normal N = (1, 2, 3)) distintos
dy =12 # dy = 13 com P; € w. Conhecemos entao a reta ortogonal a 7 que passa
pelo ponto P;:

r: X=P +tN, teR

Como r também é ortogonal a ms, d(m1, ™) = d(Py, B) onde B = rNmy. Para obtermos
B basta substituir a equacao da reta na equagao do plano o

dy —d
dy = (N,B) = (N, P, +tN) = (N,P,) + t(N,N) = d; + t||N||> = t= |2|N||21.
Assim,
dy — dy |dy — d|
d(my,m2) = d(Py, B) = [|B — Pi|| = [[tN|] = [t[[N]| = | 772 | IVl = e
[|N][? HN\(I1 10)

Aplicando (1.10) a este caso especifico obtemos

3-12| 1 V14

d — = p— .
(rom) = e T Vi 1

ANPEC (2001 Q10). Dada a fungdo f : R? — R definida por f(z,y) = zy, assinale (V)
verdadeiro ou F( falso):

V (0) O valor méximo de f sujeito a restrigao |z| + |y| <2 é igual a 1 (um).

Solugao. Vide Figura 1.29.
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Figura 1.29: Questao 10-(0)-2001 Figura 1.30: Questao 10-(1)-2001

F (1) O valor méximo de f sujeito as restrigoes y + 2x <2 e 2y + 2z < 2 é igual a 1 (um).

Solucao. Note que f ¢é ilimitada superiormente na regiao factivel dada e consequen-
temente seu supremo é +oo. Em particular, dito problema nao possui solucao. Vide
Figura 1.30.

V (2) O valor maximo de f sujeito & restricio 2 + y* < 2 é igual a 1 (um).

Solucgao. Vide Figura 1.31.

Figura 1.31: Questao 10-(2)-2001

V (3) O valor minimo de f sujeito as restrigoes —2 < y+2r <2e —2 <2y +x < 2 é igual
a -4 (menos quatro).

Solugao. Vide Figura 1.32.
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Figura 1.32: Questao 10-(3)-2001

V (4) O valor maximo de f sujeito as restrigoes x > 0, y >0, =2 <y+2z < 2e -2 <
2y + x < 2 é inferior a 1 (um).

Solucgao. Olhando o gréfico da Figura 1.33 podemos concluir que o nivel maximo de
f cuja curva de nivel associada ainda possui interse¢ao nao vazia com a regiao viavel
é inferior a um. Se quiser determinar o valor exato, note que a curva de nivel maximo
de f passa pelo ponto de intersecao entre as retas x + 2y = 2 e y + 2x = 2 que é
(2/3,2/3) e que corresponde ao nivel 2/3(2/3) =4/9 de f. Logo o valor maximo de f
nessa regiao ¢ 4/9 < 1

Figura 1.33: Questao 10-(4)-2001

ANPEC (2002 Q2). Considere os planos m; e my definidos pelas equagoes
T o r—y+22=3 e me: 2+ 3y —z=06.

Responda V ou F.
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F (0)

vV (4)

O vetor dire¢ao da reta intersegao aos planos 7 e mo é (1,1, —1).

Solugao. Note que os vetores diretores (1,—1,2) e (2,3, —1) nao sao colineares e
consequentemente os planos sao transversais, ou seja, a intersecao deles de fato ¢ uma
reta. Multiplicando a segunda equagao por 2 (dois) e somando obtemos: 5z — 5y = 15,
i.e., y = 3—x. Substituindo na segunda equagao obtemos z = 2x+3(3—z)—6 = —z+3.
Ou seja

mNm={(z,3—2,3—2) |z € R} ={(0,3,3) +z(1,-1,—-1) | z € R}.

Como o vetor diretor da reta é (1,—1,—1), que nao coincide com multiplo algum de
(1,1,—1), concluimos que a afirmagao é falsa.

A equagao do plano passando pelo ponto P = (2,1, 1) e perpendicular a reta interse¢ao
de mp commy éx—y—2=0.

Solugao. Sendo o plano em questao perpendicular a reta m; Ny conhecemos seu vetor
normal: o vetor diretor de dita reta (1,—1,—1) (vide item (0)), que coincide com o
vetor normal do plano anunciado. Para descrever a equacao do plano em questao
podemos utilizar seu vetor normal e seu ponto P:

{(I,y,Z) S RB? 0= <(17_17_1)7('1:_273/_172_1» = x_z_y+1_z+1 = x—y—i—z}

A equagao do plano contendo a reta intersegao de m; e My € 0 ponto Q = (1,-2,1) é
3 —y+4z=09.

Solugao. Do item (1) podemos aproveitar o vetor diretor da reta intersecdo v =
(1,—1,—1) e um ponto qualquer dela, digamos A = (0, 3, 3). Usando os pontos A e @
do plano podemos construir outra dire¢cao u = AQ = Q — A = (1, =5, —2). Assim,

r y—3 z—3
X=(,y2))=A+w+pus0=]1 -1 -1 |=-3rv+y—4z+9.
1 -5 —2

O ponto sobre o plano m; que estd a menor distancia de Q = (1, —2, 1) tem coordenadas

(2/3,5/3,1/3).

Solugao. Observe que 2/3 —5/3 +2(1/3) = (2 -5+ 2)/3 = —1/3 # 3, ou seja,
(2/3,5/3,1/3) & m1.

A menor distancia entre o ponto @ = (1, —2,4) e o plano m, é /14.
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Solugao. Do plano my conhecemos seu vetor normal Ny = (2,3, —1) o que permite
escrevermos a equagao da reta normal ao plano 7y passando pelo ponto ): X =
Q +tN,, t € R. Achando o ponto intersecao, B, desta reta com o plano obtemos a
distancia entre @) e o plano: d(Q, B). Para obtermos B note que

6 = (Na, Q+tNo) = (No, Q) +{Na, No) = 2(1) +3(—2) —1(4) + (4 +9+1) = —8+ 14t.
6 — (—8)
14
d(Q.B) =|B = Q|| = [[tNa| = |t]||No| = 1V14 = V14.
Exercicio. Prove que se P,Q e R® e m: {X € R?; (N, X — P) = 0} entao

[(V,Q — P)
[N —

Entao, t = =1le

d(Q,m) = (1.11)

Mais ainda, o ponto Y € 7 que realiza dita distancia é

<N7Q_P>

N.
[INT[?

Y=0Q+

ANPEC (2003 Q2). Assinale V ou F:

F (0)

A equagao da reta que passa por Py = (2, —1) e é perpendicular a reta que passa pelos
pontos P, = (2,—2) e P, = (5,0) é 324 2y = 5.

Solugao. Note que 3(2) +2(—1) =6 —2 =4 # 5. Logo, a reta 3z + 2y = 5 nao passa
pelo ponto F,.
As retas agx + bpy — cg = 0 e a1z + byy — ¢; = 0 interceptam-se caso aga; + bgby = 0.

Solugao. Os vetores normais Ny = (ag, by) € N1 = (a1, b;) sdo ortogonais caso aga; +
bob1 = 0 e, consequentemente as retas sao ortogonais; em particular, interceptam-se.

Se existe A € R tal que o = 3+ X(z0—2), yo = 5+ A(yo—3) e 20 = 4+ \(20—5), entdo o
ponto Py = (zo, Yo, 20) estd sobre a reta determinada por P, = (2,3,5) e P, = (3,5,4).
Solugao. Observe que a existéncia de A € R tal que

I0:3+/\<I0—2>

yo=5+Ay—3) = Per={(x,y2) eR% (x,y,2) = B+tPiR, teR}

20 :4+)\(ZO—5)

Entao, P, também faz parte da reta r e Fy, P, e P, estao sobre a mesma reta, que
também é determinada pelos pontos P, e Ps.
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V (3) Se a distancia do ponto P = (z,y, 2) ao ponto Q = (1,—2,0) é 5, entao x> + y* + 2% —
22 + 4y = 20.

Solucao.

D = d(P,Q):\/(x—1)2+(y+2)2—|—z2 ==
25 = 22— 20+ 1+y2+4dy+4+27 =
20 = 2> +yP + 22— 20+ 4y.

F (4) A equagao do plano perpendicular ao plano 2z — 3y + z — 5 = 0 e que passa pelos
pontos Py = (2,—6,4) e P, = (3,—6,5) é 3z +y — 32 = 0.
Solugao. P, nao verifica a equagao do plano: 3(2)+(—6)—3(4) = 6—-6—12 = —12 # 0.

ANPEC (2004 Q2). Responda V ou F:
V (0) A equacgao da reta que passa pelos ponto (2, —1) e (1,1) é y + 2z = 3.

Solucgao. Levando em consideragao que dois pontos diferentes definem uma tnica reta
no plano e que a equacao dada corresponde a equacao geral de uma reta basta checar
que os dois pontos dados verificam dita equagao: —1+2(2) = —14+4 =3¢ 14+2(1) = 3.

V (1) O plano tangente a superficie dada por z = 2 + y — xy no ponto (zg,%0) = (1,1) é o
conjunto T' = {(z,y, z) € R? tal que z = x}.

Solucgao. Para a resolugao desta questao utilizaremos um elemento de calculo dife-
rencial conhecido como Teorema da Fungao Implicita. Seja F': R® — R, F(x,y,z2) =
2?2 +y—xy— 2z, entdo I é uma funcao de classe C!, a regiao z = % +y — xy corresponde
ao conjunto solugao da equacao F'(z,y,z) = 0 e (fazendo z = 1 = y obtemos z = 1) o
ponto P = (1,1,1) é uma solugao de dita equagao em que

VF(P> = (2ZE - Y, 1 - Z, _]‘)|x:y:z:1 - (1707 _1) 7é (07070)
Entao o (hyper)plano tangente em questao é

{(z,y,2); (VF(P),(2,y,2) = P) =0} = {(z,9,2); ((1,0,~1),(x =1,y —1,2—1)) = 0}
= {(z,y,2); 0= —-1—-2+1=2—2}
{(z,y,2) eR’; z = z}.

V (2) Se f(z) é uma fungao concava e r(x) é uma sua reta tangente qualquer, entao r(z) >
f(z), para qualquer z no dominio de definigao de f.

Solugao. Caraterizacao de fungoes concavas diferenciaveis.
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V (3) A intersegao do plano z —x —y = 3 com o plano z + = + y = 4 é uma reta em R3.

Solugao. Os vetores normais (—1,—1,1) e (1,1,1) ndo sdo co-lineares (um nao ¢é
miltiplo do outro, i.e., sdo linearmente independentes) entao os planos sao transversais
e a intersegdo é uma reta (o sistema de equagoes lineares associado é compativel com
nulidade um).

F (4) Em R3, a intersegao de dois planos é sempre nao-vazia.

Solucgao. Considere, por exemplo, os planos z =0e z = 1.

ANPEC (2010 Q8). Julgue as afirmativas:

-2 -1 2
37373
que e; = (1,0,0), e2 = (0,1,0) e e3 = (0,0, 1);

V (0) Se u = 2e; + e5 — 2e3, entao v = é um vetor unitario, paralelo a u, em

Solucao. Note que
u = 2e;+es—2e3 = 2(1,0,0)4+(0,1,0)—2(0,0,1) = (2,0,0)+(0,1,0)+(0,0, —2) = (2,1-2).
Assim,

-2 -1 2

=\ 2,1 —-2)=A| —,—, = A= —3.
u v <= (2, ) <3,3,3)<:> 3

Logo, u e v sao paralelos. Note ainda que

- )G () i i

V (1) Sejam u = (x,1,0), v = (=2,y,3) e w = (y, —1,—1), tais que u é perpendicular a v e
aw. Entao z? = 1/2;

Solugao. Sabendo que v 1L v e u L w obtemos

0 = (uv)=-224+y+0=-20+y = y=22
0 = (uw=zy—140=2y—1 = ay=1
1
= 1=1(27) =22 = x2:§.

F (2) Considere os pontos P, = (x,1,0) e P, = (—2,y,3). Se a distancia de P1 a P2 é igual
a distancia de P2 ao plano xy, entao x =1e y = —2;
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Solugao. A distancia de P2 ao plano xy é obviamente 3. Logo,

3=d(P,P)=(z+2)2+(1-y)?2+(0-3B3=+/(z+2)2+ (y—1)2+09.
Elevando ao quadrado obtemos

9=(r+20°+y—-1°+9 = (@+2°+(y—-1P2=0 = r=-2 A y=1
F (3) Seja (a,b) um ponto na interse¢ao da circunferéncia de centro (0,0) e raio 1 com a reta
y = 2x. Entao a® = 1/2;

Solugao. Sabendo que (a,b) é um ponto da circunferéncia de centro (0,0) e raio 1,
concluimos que
a’+b* = 1;

e sabendo que (a,b) pertence a reta y = 2z, concluimos que b = 2a. Substituindo na
equagao acima chegamos a

1
a2+(2a)2:1:a2+4a2:1:a2:g.
V (4) Seja r a reta tangente ao grafico de y = 222 — 3z + 5, no ponto (1,4). A equacao da
reta perpendicular a r e que passa por (—1,2) é y = —x + 1.

Solugao. Calculando a derivada de y(z) = 22% — 3z + 5 no ponto z = 1 obtemos a
inclinagao da tangente ao gréafico de f em (—1,2):

y(x)=42-3 = y(1)=4-3=1 = 0 =n/4

Entao, o angulo de r em relacao a horizontal é o = 7/4+7/2 = 3w /4 e tan(3w/4) = —1.
Ou seja, o coeficiente angular de 7 é —1. Usando agora que r passa pelo ponto (—1,2)
concluimos que:

y=—-1lz+1)+2=—-2—-142=—-z+1.

ANPEC (2011 Q2). Considere as retas 71 e ry, no plano, definidas por

alﬂf—l—bly—i-cl:()
a2$+b2y+C2:O

em que n; = (ag,by) e ng = (ag,bs) sdo vetores nao nulos ortogonais a ry e ry, respec-
tivamente. Denotamos por d(P,r) a distancia de um ponto P & uma reta r. Julgue as
afirmativas:

V (0) Se as retas ry e ry sdo perpendiculares, entao ajas + biby = 0.
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Solugao. Nesse caso ny L ng, i.e., 0 = (ny,ng) = ajas + bybs.

Se (1,1) € r1 e ry é paralela a reta dada por 2x + 3y — 6 = 0, entao (3,2) € ry.

Solugao. Se r; é paralela a reta dada por 2z 4+ 3y — 6 = 0, entdao n; = (2,3) e se
(1,1) € ry concluimos que 2(1) + 3(1) + ¢; = 0. Ou seja, ¢; = —5 e ry é descrita pela
equagao 2z + 3y = 5. Logo, 2(3) + 3(2) = 12 # 5 implica (3,2) & 7.

Considere em 7 os valores ¢; = 0 e ny = (1,—1). Se pontos distintos P = (3,41) e
Q = (3,y2) sdo tais que d(P,r1) = d(Q,r1) = /2, entdo y; + yo = 6.

Solugao. Para estes dados a reta r; corresponde a y = x. Os pontos P e () possuem
a mesma abscissa r = 3; assim, a condi¢ao descrita equivale a y; — 3 = 3 — yy (vide
Figura 1.34).

PE(3,y1)
5
y33
Q=(3.y2)
v $=3
5 5 10

Figura 1.34: d(P,r) = d(Q,r)

Observacao 1.34. Poderiamos também explicitar a distancia em cada caso via a
projecao sobre a reta, que no caso é a gerada pelo vetor n; = (1,1):

, 3
1) e Pa@ = e = ),

PPy =1l

Entao,

d(P,r) =d(P,P,,(P)) = /(3= (3+y1)/2)* + (5 — (3 +1)/2)?

d(Q,11) = d(Q, P, (Q)) = V(3= (3+12)/2)? + (12 — (3 +112)/2)*.

Logo, d(P,rm) = d(Q, 1) se e somente se

B-v)® Wn-3°_ B-w)? 37
R R B

Note que se ambos valores absolutos sairem com o mesmo sinal ter-se ia y; = y» em
contradigao com P = Q. Ou seja, y; —3 = —(y2 — 3) = 3 — 42, ou ainda, y; + y» = 6.

& (11—3)° = (12—-3)* & |y1—-3| = [y2—3|.
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Observagao 1.35. Também poderia ser usada a férmula (1.11) para descrever a
distancia até a reta: observe que (0,0) é um ponto da reta e que ny = (1,—1) é
seu vetor normal. Entao,

\/52 d(P,T’l) _ |<n17(3>|y|;31i (O’O)>| _ |3\_/§yl|

De forma andloga, [3 — y2| = 2 = [3 — y1|. De onde segue o mesmo argumento da
observagao anterior para obter o resultado enunciado.

Asretasy =,y =1 e y = —x + 2 se interceptam formando um triangulo.

Solugao. A intersecao é um ponto. Vide Figura 1.35.

3

y=-Xt2

1

Figura 1.35: Retasy =z, y=1ey = —x + 2.

a1 by &] ~
Se asbocy #0 e — = b_ = —, entao r; e 7o representam a mesma reta.
a2 2 Co

Solucao. Porque nessa situagao uma equagao € um multiplo nao nulo da outra. De
a b c

fato, se A = L= b_l = —1, entao X\ # 0, a1 = Aag, by = Aby e ¢ = Aeg; e arx+by+c1 =
a2 2 C2

0, se e somente se Aasx + A\boy + Acg = 0, se e somente se asx + boy + co =0

ANPEC (2011 Q10). Seja X C R? o conjunto limitado pelas retas

T

x =0, ro: Yy =020, rg: 4dr+3y—40=0 e rg: x4+ 2y—20=0.

Seja p € X o ponto de méximo da funcao f : X — R dada por f(z,y) = 2z + 5y. Julgue os
seguintes itens:

Vv (0)

No ponto p, o gradiente de f nao é ortogonal a qualquer das retas ry, ry, 73 € 4.
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Led |
™~
I~
=40
I~
I~
1520 ~_
™~ ™~
~ r4
r r3 ™~
N
2 X
-5 5 ™~ 15
T T

Figura 1.36: Conjunto X e curvas de nivel de f.

Solugao. Note que a reta 2z +5y = ¢ (curva de nivel ¢ de f) nao é paralela a nenhuma
das retas dadas (Vide Figura 1.36).

F (1) O valor da fungao f no ponto resultante da intersecao das retas ry e r3 é 70.

Solugao. A intersegao das retas ry e 13 é 0 ponto (10,0) e f(10,0) = 2(10)+5(0) = 20
(Vide Figura 1.36).

V (2) O valor da fungao f no ponto resultante da intersegao das retas r3 e 14 é 48.

Solucgao. Calculemos a intersecao das retas r3 e 7y4:

dx 4+ 3y =40 4x + 3y = 40 40
x+2y =20 —4z + —8y = —80 5

Logo, z = 20 — 2(40/5) = 20/5 = 4 e substituindo obtemos

40
f(4,40/5) = 2(4) + 5 =8 +40 = 48.

F (3) p = (10,0).
Solugao. Vide Figura 1.36 para concluir que p = (0, 10).
vV (4) f(p) = 50.
Solugao. Note que p = (0,10) (Vide item (3)). Entao, f(p) = 2(0) + 5(10) = 50.

ANPEC (2012 Q3). Julgue as afirmativas:
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F (0)

12
A equagao da reta que passa por (— —) e é paralela a reta que passa por (0,3) e por

3’5
(5,0) é 3z + 5y + 3 = 0.

12
Solugao. Note que (g, g) nao pertence a reta dada:

1 2
3(§>+5(g)+3:1+2+3:67§0.

Solugao (Solugao 2). Calculemos a reta em questao. Sendo paralela a reta que passa
por (0,3) e por (5,0), seu vetor diretor é v = (5,0) — (0,3) = (5,—3); assim, sua
equacao vetorial é

— 12
X=|== A5, —3), AeR
(3:3) +26.-3)
e a paramétrica é

1 2
x:§+5)\, A y:g—3)\, A €eR.

Ou seja,

3r—1=15)\, A by—2=—15), AeR & 3x—1=—(by—2)=—-by+2.
Assim, a reta em questao possui a equacao geral 3z + 5y — 3 = 0.

As circunferéncias C; de centro em (0,0) e raio 1 e Cy de centro em (1,0) e raio 2 se
interceptam num tnico ponto.

Solugdo. Se interceptam em (—1,0) e sé. De fato, €} = {(x,y) € R? 2>+ y* = 1}
e Oy = {(z,y) € R%} (v — 1) +4y* = 4}. Logo, (z,y) € C1 N Cy se e somente se
v =1—-2%¢ (x — 1) +y*> = 4. Entao

(z=1)+1-2" =4 = 2’ 20+1+1-2’ =4 = -220+2=4 = —a+1=2 = z=—1.

Logo, y* =1 — (—1)? = 0. Ou seja, C; N Cy = {(—1,0)}.

Os pontos (1,1), (2,3) e (a,—8) pertencem a mesma reta se e somente se a =

N =3

Solugao. A reta que passa por (1, 1), (2, 3) pode ser representada pela equagao vetorial

—

X =(1,1)+¢((2,3) —(1,1)) = (1,1) +t(1,2), teR
Assim, (a, —8) pertence a dita reta se e somente se
dHeR;, (a,-8)=(11)+t(1,2)=(a—-1,-9)=(t,2t) a—1=t AN —-9=2t
ou seja,
9 2-9

9 7
t 5 e a +1 5 5 5
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V (3) Sejam P = (3,—1,2) e @ = (4,—2,—1). A equagado do plano que passa por P e é
perpendicular ao vetor PQ é x —y — 3z + 2 = 0.

Solugao. O vetor normal ao plano é P@ =Q-P=(4-3,-2-(-1),-1-2) =
(1,—1,-3). Assim, (z,y, z) pertence ao plano em questao se e somente se

0=((1,~1,-3),(z =3,y — (<1), 2= 2)) =2 —3— (y+ 1) = 3(: — 2) &
O=2r—-—y—32—-3—-1+62—-—y—32+2=0.

V (4) Sejam m, k € R. Se os planos 2x+ky+3z—5 = 0 e mx — 6y — 62+ 2 = 0 sdo paralelos,
entao k +m = —1.

Solugao. Note que Ny = (2,k,3) e Ny = (m, —6,—6) s@o os respectivos vetores nor-
mais. Assim, os planos sao paralelos se e somente se N; = alNy para algum « real:

(2,k,3) =a(m,—6,—6) 2=am A k=-6a A 3=—6«
sSa=-1/2, k=3, m=-—4
Entao, k+m =3 -4 = —1.

ANPEC (2013 Q2). Dadas as retas Ly : dx +3y — 12 =0e Ly : 3x +y — 6 = 0, analise
as seguintes afirmativas:

V (0) Um vetor unitario paralelo a reta Ly é o (—3/5,4/5).

Solugao. A reta L; tem trago com os eixos coordenados em (3,0) e (0,4), entdo
v=(3,0)—(0,4) = (3,—4) é paralelo a reta L, (vide Figura 1.37). Observe agora que
(—=3/5,4/5) = %1(3, —4); ou seja, também é paralelo a L;. Basta entao checar que sua
norma ¢ um:

1(=3/5,4/5)]| = \/(%3)+ (g) SVEIRCR

V (1) A equagao da reta perpendicular a Ly, que passa pela intersecao de Ly e Ly é x—3y+6 =
0.

Solucgao. Sendo perpendicular a Lo, o vetor diretor dessa reta pode ser escolhido como
sendo o vetor normal a Ly, Ny = (3,1). Determinemos a intersegao de Ly e Lo:

dr+3y=12 AN 3x+y=6 = 4r+3y—3Bx+y)=12-3-6=

6 6 12
= -6=r=-o A y=6-32=_2.
v A 5 5
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Entao, a reta em questao verifica a equagao

6 12 6 12
(x,y):( )—l—t(B,l), tER(:)x:gjL?)t/\y:gth, teR

5 5
ou seja,
x—8 y — 2 6 36
b=t = 2, VteRer——=3—— &
3 1 TTET TS
6 36 —30
Y= = = e —3y+6=
T T Ty T s Tyt

A equagao da bissetriz do maior angulo que formam L; e Ly é 10x — 25y + 48 = 0.

Solugao. Comecemos identificando um vetor diretor para a reta descrita; bastaria para

tal identificar qualquer vetor ndo nulo w = (z,y) perpendicular a seu vetor normal
N = (10, —25):

2
((x,y),(10,—-25)) =0< 10z — 25y =0 <y = =% digamos w = (5, 2).

Para dita reta ser bissetriz, o angulo entre w e os vetores diretores de L, e Ly teria
que ser o mesmo. Um vetor diretor de Ly é v = (3,—4), como vimos no item (0), e,
de forma anéloga, um vetor diretor de Ly é u = (0,6) — (2,0) = (—2,6) (vide Figura
1.37). Seja 6, o (menor) angulo entre w e v e 2, o (menor) angulo entre w e u. Entao,

(w, v)

)= ——"-_ f)) = —~" " |
0s®) = 7o © 5% = ol

(w, u)

Note que

(w,0) =5-3+2(-4)=15-8=7, |jw|]|=v25+4=+29, |[v]|=5

(w,u) =5(=2)+2-(6)=—10+12=2 e |ju]| = V4 + 36 = V40 = 2V/10.

Logo,
()= —— o cos(h) = —— !
COS = — COS = = .
Y 529 YT 9/20V10 V2910

Os lados direitos das expressoes acima sao diferentes pois caso contrario ter-se ia

7 1
= < 7V10 =5, um absurdo.
5v29  v/29v/10

Concluimos assim que cos(0;) # cos(6) e, em particular, 6, # 0.
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F (3) Um vetor perpendicular a reta Ly é (—3,1).

Solugao. Os vetores perpendiculares a Lo, sao multiplos do seu vetor normal Ny =
(3,1), que nao é o caso de (—3,1).

V (4) A hipérbole equildtera, que tem como assintotas os eixos coordenados e é tangente a
Lie Ly éxy=3.

Solugao. A curva zy = 3 é de fato uma hipérbole retangular (ou equildtera - assintotas
ortogonais) que tem como assintotas os eixos coordenados. Bastaria checar que L;
e Ly sdo retas tangentes a funcdo f(x) = 3/z (vide Figura 1.37). Determinemos
primeiramente a interse¢ao de Ly com o grafico de f:
3 4 4 3
—:4—§x<:>¢0 9=120 -4 € 0=de’ ~ 12+ 9= (-3 o=".
x
Por outro lado,
3 3 4
"2)=—-— = f'(3/)2)=—— = —<,
2
que é exatamente a inclinacao de L;. Concluimos assim que L; é tangente a curva
xy =3 em (3/2,2). Procedamos, de forma analoga, com a reta Lo:

3 :
2= 324+6 £ 3 = —322467 & 0 = 322 —62+3 = 3(22—22+1) = 321 @z = 1
X

ponto em que f'(1) = —3; justo a inclinacdo de L.

Lydx+3y=1

Figura 1.37: Retas Ly, Lo e curva zy = 3.



IE-UFRJ 67

ANPEC (2015 Q7). Julgue e justifique as seguintes afirmativas:

F (0)

A reta L, cuja equacao vetorial é (x,y,z) = (3+1¢t, —1+ 2¢t, 3t), Vt € R, nao passa
pelo ponto (3, —1,0).

Solugao. Passa sim: ¢ = 0.

r—3 y+1
2

As equagoes
(1,2,3).

z
=3 definem uma reta M, que tem como vetor direcao

Solugao. Ditas equagoes correspondem a versao simétrica, na forma simplificada, da
reta de equagao vetorial

(z,y,2) = (3,—1,0) + ¢(1,2,3), t € R.
Para tal basta definir o parametro real t pelas equacoes simultaneas

r—3 y+1 =z
1 2 3 x ?y+ 72

ou seja,
r=3+t y=-14+2t e z=0+4 3¢, teR.

As retas L e M dos itens anteriores sao paralelas.

Solucgao. Elas tem vetores diretores paralelos. Na verdade sao idénticas.

Uma reta L, com vetor direcao v, é paralela ao plano P, com vetor normal n, se, e
somente se, o produto vetorial de v e n é zero.

Solugao. v x n = 0 equivale a co-linearidade de v e de n. Assim, nesse caso, a reta
seria normal ao plano.

Uma reta L, com vetor direcao v, € perpendicular ao plano P, com vetor normal n, se,
e somente se, o produto interno de v e n é zero.

Solugao. (v,n) = 0 equivale a ortogonalidade de v e n. Assim, nesse caso, a reta seria
paralela ao plano.

ANPEC (2017 Q11). Analice a veracidade das seguintes afirmagoes:

F (0)

Para que as retas a1z + b1y +c; = 0 e a4+ by + co = 0 sejam perpendiculares deve-se
cumprir ayas + b1by = 1;
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Solugao. Note que os vetores N; = (a1,b1) e Ny = (ag, by) sdo normais as retas em
questao; logo, para que as retas sejam perpendiculares deve-se cumprir (Ny, No) = 0,
i.e., a1ao + blbg = 0.

Para que as retas a;x 4+ byy + ¢1 = 0 € asx + by + co = 0 se interceptem em um inico
ponto deve-se cumprir a;by # asby;

Solugao. Pois no caso contrério, a1by = asby, ter-se ia ay /by = ag/by (supondo by, by #
0); que corresponde a retas com a mesma inclina¢do, ou seja, paralelas. O mesmo
acontece quando b; = 0, que implica by = 0 pois a; nao poderia ser simultaneamente
zero, ou by = 0, que implica b; = 0: retas verticais no plano e, assim, paralelas. Sendo
retas paralelas ou ndo hd interse¢dao ou a intersegao se da em infinitos (todos) pontos.

Ao girar o vetor (4,2v/3) de um angulo de 60° em sentido anti-horario resulta o vetor

(3\/37 _1);

Solugao. Sejam u = (4,2v/3) e v = (31/3, —1) os vetores em questdo. Entdo,
lul| = V16 +4-3 =28, [|v]|=v9-3+1=+v28 e (u,v)=12V3-2V3=10V3.
Assim, se o menor angulo € entre eles fosse 60° entao, cos(f) =1/2 e
10V3 = (u, 0) = [[u]] - ||o]] - cos(6) = 28% — 1
gerando uma contradicao pois v/3 # %

A reta definida pelas equagoes 2x+3y+4z+5 = 0 e —x+2y—32+4 = 0 é perpendicular
ao plano dado por =17z + 2y + 724+ 10 =10

Solugao. Adicionando a primeira equacao a segunda multiplicada por dois (2) obtém-
se Ty — 2z = —13, ou seja,

13 2 13 2 2 17
y:—7+?z:>$:4+2y—3z:4+2(—7+?z)—32’:?—7,2.

Logo, a reta intersegao é formada das ternas (z,y, z) tais que

2 17 13 2 2 —13 —17 2
_(z_--, _ <4 = =(Z.—=—0 — =1 R.
(z,y, 2) (7 T +7z,z) (7, = >+z( = ) z €

1
Assim, v = —(—17,2,7) é um vetor diretor da reta, que é co-linear ao vetor normal
N = (—17,2,7) do plano.
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V(4)

Para que a reta que passa por (—1,—1) e tenha diregdo dada pelo vetor (1,b) seja
tangente a pardbola y = 22, o valor de b pode ser 0,82 ou —4, 82 (usando apenas duas
casas decimais).

Solugao. Temos as equacoes da reta:
r: (r,y)=(=1,-1)+t(1,b), teR&z+l=t y=—1+tb = y=—1+b(z+1).

Para que r seja tangente a pardbola y = 2% é necessario que exista intersecao entre
elas e que nesse ponto as inclinagoes sejam iguais:

2

—1+bz+1)=2> A b=22 = —1+2z(z+1)=2> = 2°+20-1=0 =

41
= —14+V2 = b=2(—14+V2) ~ 2(—1£1.41) = 2{ 02 - {

0.82
—4.82

 —2+8
=5

T

ANPEC (2018 Q3). Considere #, ¥ e W como vetores em R? e s, t € R. Verifique a

veracidade da afirmacoes abaixo, em que o produto interno é denotado por

(132

e o produto

vetorial por “x”:

V (0)

O conjunto A = {# € R®: Z- ¥ =10} é um plano perpendicular ao vetor ¥;

Solugao. Decorre da defini¢ao da equagao geral de um plano (supondo, claro estd, que
¥ nao seja o vetor nulo).

A reta definida por Z(t) = t¥' e o plano Z(s,t) = st + tw nunca se encontram;

Solugao. Na verdade, a tal reta esta contida no plano.

Dados os vetores U e W, o plano definido pela equacao paramétrica z(s,t) = sv + tw
coincide com o plano definido pela equagao 7 - (¥ x W) = 2;

Solugao. O plano definido pela equagao paramétrico contém a origem, enquanto o
outro nao.

Seja ||@|| = Vi - 4. Entdo, se @ e v sdo perpendiculares, temos ||@ — || = ||d]|* — ||]|%;
Solugao. Na verdade, nesse caso ter-se-ia o Teorema de Pitdgoras: ||@ — v]| = ||]|* +

|7]|%. De fato,

[l —l* = (u—v,u—v) = (u,u) = 2 {u,v) +(v,v) = |Jul|* + ||v][*.

0
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Sejam p, ¢ e 7 pontos no espaco que definem um triangulo A e sejam tq,t5 e t3 € R. Se
t1 +ty +t3 = 1, entdo o ponto & = t1p + t2q + t37 encontra-se no plano definido pelo
triangulo A.

Solugao. A equacgao vetorial do plano que contém os ponto p, q e r verifica:
X=p+itpg+spr=p+tlg—p)+s(r—p =1—-t—s)p+_t g+_ s r, t,seR
(g=p)+s(r—p) = ) <1t
t1

em que
t1+t2+t3:(1—t—8)+t+521.

ANPEC (2019 Q3). Sejam P e @ dois planos cujas equagoes cartesianas sao z+2y—3z = 1

e2r—

F (0)

y+2z = 3, respectivamente. Classifique as afirmagoes abaixo segundo a sua veracidade:

A equagao vetorial da reta ortogonal ao plano P, que passa pelo ponto (—2,0, zp) € P,
é (z,y,2) = (—2,0,1) +t(1,2,—3), para todo ¢ real.

Solugao. O vetor N, = (1,2, —3) é normal ao plano P; logo, diretor da reta ortogonal.
A questao reduz-se a checar se o ponto em questao pertence, ou nao, a reta dada:

(=2,0,20) = (=2,0,1) + £(1,2,—3) = (=2 + £,2t, 1 = 3t) =t =0 Az = 1.

Assim, a afirmagao ¢é falsa em geral (desde que zy # 1).

O correto seria (z,y,2) = (—2,0, z) + (1,2, —3), Vt € R.

A equagao paramétrica da reta ortogonal ao plano @, que passa pelo ponto (1, yg,2) €
Q,érx=1+1t;,y=3+2t; 2 =3 — 2t; para todo t real.

Solugao. O vetor N, = (2,—1,2), que ¢ normal ao plano (), ndo é paralelo ao vetor
(1,2,—-2), que é o diretor da reta dada.

O correto seria (z,y,z) = (1,y0,2) + s(2,—1,2) = (1 4+ 2s,y0 — 5,2 + 2s5), Vs € R.

Um vetor ortogonal ao plano gerado pelas retas ortogonais aos planos P e @ é (1, —8, —5).

Solugao. Basta checar se A = (1, —8,—5) é ortogonal a N, e N, simultaneamente (ou
seja, se é o nao paralelo a N, x N,):

(A,N,) = ((1,-8,-5),(1,2,-3)) =1 — 16 + 15 = 0

(A,N,) = ((1,~8,-5),(2,~1,2)) =2+ 8 — 10 = 0
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F (3)

Sejam Lp a reta ortogonal a P passando pelo ponto (—2,0,z)) € P e Lg a reta
ortogonal a ) passando pelo ponto (1,y0,2) € Q, L, e Ly tém um ponto em comum.

Solugao. Dos itens (0) e (1) temos

Lp: (x,y,2) =(-2,0,20) +t(1,2,-3), Vte R

Lo: (z,y,2) = (1,y0,2) +5(2,-1,2), Vs € R.
Logo,

LpNLg#0 < 3t seR; (=2,0,2) +¢(1,2,-3) = (1,40,2) + s(2,-1,2) &
t—2s=3
t(1,2,-3) —s(2,-1,2) = (1,40,2)—(—2,0, 20) = (3,90,2—20) < { 2t + 5=y

J

(t—23,2t+‘;,—3t—2s) —3t — 25 =2 — 2.

Somando a primeira duas vezes a segunda

342
t+4t—2s+25=3+2yy =t = +5 %

Subtraindo a equacao 3 da primeira

1 3+ 2 1
+ZQ: + yo_ + 29

t+ 3t —2 2s=3—2 =t = =
+ s+ 28 + 20 1 5 1

0 que nao é verdade em geral.

A equacao cartesiana do plano gerado pelas retas Lp e Lg do item (3) e que contém o
ponto (1,1,1) é z — 8y — 5z + 12 = 0.

Solugao. Do item (2), N = (1,—8,—5) é normal ao plano em questao, assim, sua
equagao geral (conhecido um ponto A dele) é

0 = (N, X —A)=((1,-8,—5), (z,y,2) — (1,1, 1))

= r—1—-8y+8—-5z+5=20—-8y—5z—12.
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Capitulo 2

Matrizes e Sistemas de Equacoes
Lineares

Este capitulo trata inicialmente de matrizes e da algebra das matrizes e suas aplicagoes na
resolucao de sistemas de equacoes lineares.

2.1 Conceito de matriz e classificacao basica

Chamamos de matriz uma tabela de elementos dispostos em linhas e colunas. Os elementos
de uma matriz podem ser nimeros, fungoes ou ainda outras matrizes. A notagao usual para
a matriz A de ordem m X n, relativo a m linhas e n colunas, que possui na posicao descrita
pela linha 7 e coluna j o elemento a;; é

air Q2 - Qin
Amxn - [aij]mxn - 1 2 fon
m1 Gm2 " Qmn
Exemplo 2.1. B = [3 0 1] representa a matriz chamada B de uma linha e trés colunas

(ordem 1 x 3) que possui os elementos by; = 3, bja = 0 e bjg = 1.

Exemplo 2.2. C' = [0]1x; é uma matriz de uma unica linha e uma tnica coluna, com um
unico elemento: ¢y; = 0.

3

Exemplo 2.3. D = | 0 | representa uma matriz de ordem 3 x 1 de elementos dy; = 3,
1

d21:0ed31:1.

73
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Exemplo 2.4. O valor da passagem aérea Rio-Sao Paulo varia conforme a data e empresa,
tempo de antecedéncia da compra, etc. Foi observado, por exemplo, que o preco médio da
passagem em 9 de junho e 2017, para viajar na mesma data, cobrado pelas empresas GOL,
Avianca e LATAM foi de R 971, R 1084 e R 1339 respectivamente enquanto que para
viajar dois dias depois, no 11 de junho, o valor médio da passagem era de R 629, R 586 e
R 1184 respectivamente. Podemos entao organizar o preco das passagens numa tabela com
duas linhas, uma por data, e trés colunas, uma por empresa; ou, equivalentemente, arranjar
apenas a informagao numérica relevante numa matriz P:

Data/Empresa | GOL | Avianca | LATAM
Mesma Data R 971 | R 1084 | R 1339 | +— P=
+2 Dias R 629 | R 586 | R 1184

971 1084 1339
629 586 1184 |-

Assim, por exemplo, o elemento p,3 = 1184 da matriz P representa o preco médio operado
pela empresa LATAM, numa passagem Rio-Sao Paulo para 11 de junho de 2017, a ser
negociada com dois dias de antecedéncia.

Definicao 2.5. Duas matrizes A = [ajj]mxn € B = [bij]pxq s80 iguais quando m = p, n = ¢
e a;j = b;j, Vi, j. Nesse caso escrevemos A = B.

Note que as matrizes B e D acima nao sao iguais. J& as matrizes a seguir sao iguais:

3:5 1 ] [15 cos(0) 1
2 -3 0] | 2 -3 sen(0)

Detalhamos a seguir alguns tipos especiais de matrizes:
1. A matriz nula de ordem m X n: Opxn = [0]mxn-

2. Matriz coluna: aquela que possui uma tnica coluna (Vide Exemplo 2.3). Também
identificada como um vetor coluna.

3. Matriz linha: aquela que possui uma tunica linha (Vide Exemplo 2.1). Também iden-
tificada como um vetor linha.

4. Matriz Quadrada: aquela cujo de nimero de linhas é igual ao nimero de colunas. Se
dito nuimero for n dizemos que possui ordem n no lugar de ordem n x n. Entre as
matrizes quadradas podemos identificar as

(a) Triangulares superiores: A = [@j]nxn, tais que a;; = 0, Vi > j. Por exemplo,
1 2 3 0 2 3 0 0 3
045,005,100 0], et
0 0 6 0 0 6 0 00
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(b) Triangulares inferiores: A = [a;j]nxn, tais que a;; = 0, Vi < j. Por exemplo,
1 00 0 00 0 00
24 01,12 401|,]2 00|, etc.
3 5 6 3 5 6 0 5 0

100
(c) Diagonais: A = [@j]nxn, tais que a;; = 0, Vi # j. Por exemplo, | 0 4 0
0 0 6
Note que toda matriz diagonal é triangular superior e inferior simultaneamente.
(d) Identidade: A = [aij]nxn, tais que a;; =0, Vi # jea; =1,i=1,...,n. Ou
seja, a matriz identidade ¢ uma matriz diagonal em que todos os elementos da
diagonal sao iguais a um. Exemplos:

1 00
12:[(1] (1)] I3=10 10
0 01
(e) Simétricas: A = [a;j|nxn, tais que a;; = aj;, Vi, j. Exemplos: O,xn, I, qualquer
1 2 3
matriz diagonal, | 2 4 5 |, etc.
3 5 6

Observagao 2.6. Uma matriz A = [a;;|mxn arranja em linhas m vetores em R™:

a(,)

az(.)
A= . )
(m()
em que ai(y = (a1, 012, ..., 01n), Ao() = (A21,G22, .., G20)s = 5 () = (Gm1, Am2, - - -5 Qon);
assim, A pode ser identificada com um elemento em R™". De forma analoga, A arranja n
vetores coluna em R™: A = [acy; agy2 -+ - a()], em que
ail 12 A1n
a21 22 QA2n
ae) = v ()2 = . g v A)n =
Am1 Am2 Qmn

2.2 Algebra de matrizes

Dedicamos esta secao a observar que no universo das matrizes, pode-se operar a soma e
a multiplicacao por escalar de forma razoavel gerando uma estrutura algébrica tao bem
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comportada quanto R™, +,-. Para tal, seja M (m,n) := {A = [a;j|mxn; @ij € R} o conjunto
de todas as matrizes com entradas reais e ordem m X n prefixada. Estabeleceremos uma
operacgao de soma, + : M(m,n) x M(m,n) — M(m,n), e uma operagao de multiplicacao
por escalares reais, - : R x M(m,n) — M(m,n), que coincide exatamente com as operagoes
correspondentes em R” para o caso M (1,n).

Dadas as matrizes de nimeros reais e da mesma ordem A = [a;jlmxn € B = [bijlmxn
define-se a matriz soma como sendo

A+B= [Cij]mxm cij = az; +b; Vi, j.

Exemplo 2.7.
1 -1 -1 0 1-1 —-1+40 0 -1
3 0f(+{ 0 -0]=]34+0 04+0|=1]3 0
0 O 1 -1 0+1 0-1 1 -1

Também no universo das matrizes reais de ordem fixada m x n define-se a multiplicagao
por um escalar @ € R da seguinte forma:

a[aij]mxn = [aaij]mxrr

Exemplo 2.8.

5 1 -1 |2 =2 1. 1 -1} | -11
3 0| |6 01} 3 0] | =3 0]
Resumimos a seguir as principais propriedades destas operacoes bésicas.

Proposicao 2.9. Dadas as matrizes de nimeros reais e da mesma ordem m xXn e 0S numeros
reais a e 3 valem as sequintes propriedades

1. A+ B=B+ A
A+(B+C)=(A+B)+C
A4+0=A

A+(-1)A=0
a(BA) = (aB)A

1-A=A

a(A+ B)=aA+aB

(a+ B)A = aA+ BA.

S T B N
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Demonstracao. Imediata da defini¢ao. O]

Observagao 2.10. A proposi¢ao acima diz que o conjunto M (m,n) munido das operagoes
soma (+) e multiplicagao por escalar () é um espago vetorial (real). O conjunto R poderia
ser substituido por um outro corpo K, como o dos niimeros racionais ou complexos, etc,
desde que as entradas da matriz estejam nesse mesmo corpo K:

M(m,n) = {A = [Gijlmxn; a;j €K} e -1 Kx M(m,n) — M(m,n);

nesse caso, falar-se-ia M (m,n)(K), -+, -, é um espaco vetorial (sobre o corpo K).

2.3 Transposicao de matrizes

Dada uma matriz A = [a;;]mxn podemos obter outra matriz A7 = [b;;],xm cujas linhas sdo as
colunas de A, isto é, b;; = a;; Vi, j. AT, assim definida, é chamada transposta de A (também
denotada A’).

Exemplo 2.11.
1 -1
A=13 0| = A"= {
0 0
Proposicao 2.12. Dados A, xn € @« €R
1. (AT =A
2. (A+ BT =A" + B
3. (aB)T = aB”
4. A € simétrica se, e somente se, AT = A.

Demonstracao. Imediata da definigao. O]

2.4 Produto de matrizes

Sejam A = [aij]mxn € B = [bst]nx, matrizes de nimeros reais. Define-se o produto AB como
sendo a matriz C' = [¢j]mxq em que para cada i € {1,...,m} ecadat € {1,...,q}, ¢y é 0
produto interno dos vetores representados na linha 7 de A e na coluna t de B:
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Exemplo 2.13.

1 -1 L3 1-1—1-(=1) 1-3—1-0 2 3
30 {_10}—— 3.140-(=1) 3-340-0| =139
0 0 0-140-(=1) 0-340-0 00

Note que o nimero de colunas da matriz a esquerda do produto precisa coincidir com
o numero de linhas da matriz a direita do produto para que a multiplicacao faca sentido.
Resumimos a seguir algumas propriedades da multiplicagao de matrizes.

Proposicao 2.14. Sejam A, B e C matrizes de nimeros reais. Entao (desde que executdvel
cada multiplicagao descrita)

1. AT=A=1A

2. A(BC) = (AB)C

3. A(B+C) = AB+ AC
4. (A+ B)C = AC + BC
5. (AB)T = BT AT

6. 0A=0 ¢ AO =0

Demonstragao. Para o item (1.), observe que I = [el ---el] em que e; = (1,0,...,0),e3 =

(0,1,...,0),...,e, =(0,0,...,1) € R", assim, o elemento na posicao ij de Al é {(a;(),e;) =
a;;; ou seja, Al = A. Analogamente, JA = A. Para mostrar o item (2.) considere matrizes
Apisn = [aij], Buxp = [bij] € Cpxq = [ci5], de modo que A(BC') = [@jlmxqs (AB)C = [Bijlmxq-

Queremos provar que a;; = 35, Vi=1,...,me j=1,...,q. Fixados i e j temos
n p P n
Q45 = Z Qi Z brsCsj| = Z Z aikbrs | ¢sj| = Bij-
k=1 s=1 s=1 k=1

Quanto a propriedade distributiva (3.) (e também (4.)), basta aplicar a aditividade do pro-
duto interno Euclideano:

AB+C) = [{ai), (bey + co)")] = [aiey, (be)" + ()™
[aicy, (b)) + {aiy, (co) ™ = Kaie, (b)) + Kaiw, (con)™)]
— AB+ AC.

Por dltimo, o item (5.) decorre de observar que o elemento na posicao ji, 7;;, da matriz
(AB)T ¢ o elemento na posi¢ao ij da matriz AB, a saber,

Yii = <ai(-)7 (b(~)j)T> = <(b(~)j)T’@z’(~)>3
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onde a segunda igualdade decorre da simetria do produto interno. Lembrando agora que
(b(y;)* é alinha j de BT e (a;)”, a coluna i de AT, conclui-se que ;; também coincide com
o elemento na posicao ji de BT AT, O]

Observacao 2.15. A operacao de multiplicacao de matrizes nao é comutativa.
Exemplo 2.16. Seja P a matriz do Exemplo 2.4 relativo ao preco de passagens aéreas e

Q = 1(1,1,1)7. Entdo,

971 1084 1339 ] 1/3 B { (971 + 1084 + 1339)/3 ] B l 1131.33 }

PQ=1 629 586 1184 %g (629 + 586 + 1184) /3 799,66

ou seja, o produto PQ calcula a média do preco das passagens da GOL, Avianca e LATAM
comprando na mesma data do voo (R 1131.33 na primeira linha de PQ)) ou comprando com
dois dias de antecedéncia (R 799,66 na segunda linha de PQ).

2.5 Traco

Dada a matriz quadrada de nimeros reais (ou complexos) A = [a;;]nxn define-se Trago(A) =
Yo Qi = Q11+ - - + Cpp, OU s€ja, a soma dos elementos da diagonal principal da matriz. O
trago também ¢é denotado por tr.

L 3] entdo tr(A) =1+0=1.

Exemplo 2.17. Se A = { 10

Proposicao 2.18. Dadas as matrizes quadradas A e B e o escalar a (real ou complexo)
1. tr(A+ B) = tr(A) + tr(B)
2. tr(aA) = atr(A)
3. tr(AT) = tr(A)
4. tr(AB) = tr(BA) quando A e BT possuem a mesma ordem.

Demonstracao. Os itens (1.),(2.) e (3.) decorrem da definigao. Pro item (4.) assuma A =
[@i]mxn € B = [bij]nxm de modo a poder efetuar os produtos AB = [tij]mxm € BA = [Vijlnxn-
Entao,

=1 k=1

i=1 k=1 k=1 i=1
—— ——

2 ik Qkibi;
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2.6 Sistemas de Equacgoes Lineares

Comecemos com o seguinte exemplo.

Exemplo 2.19. Considere o problema de achar dois niimeros reais x e y para os quais
r+2y=0 e 20 +y =0,

isto é, achar um par ordenado (z,y) € R? que satisfaz simultaneamente as equagoes acima.

Dito problema é um caso particular de sistema de equacgoes lineares:

a11T1 + 199 + + -+ + A1 Ty = bl
2121 + ATy + -+ 4+ AT, = by
Am1T1 + Qa2 + -+ + ATy, = bm
Aqui, a;; € R, i=1,...,n, j =1,...,m, sao chamados coeficientes; b;, termos independen-

tes; x;, varidveis ou incognitas; m, numero total de equacoes; e n, numero total de varidveis.

Voltando ao caso particular do sistema descrito em 2.19, da primeira equacao z = —2y e
substituindo na segunda equacao obtemos

2(—2y)+y=0& —4dy+y=0< -3y=0<y=0.

Consequentemente, x = —2y = —2(0) = 0. Obtendo x = 0 e y = 0 como as tnicas solugoes
possiveis do problema.

O método empregado é chamado substituicao e pressupoe a possibilidade de obter uma
variavel em funcao das outras para substitui-la nas equagoes restantes diminuindo a dimensao
do problema. Uma ideia similar e passivel de ser aplicada é a eliminacao de variaveis. Por
exemplo, no problema em questao (2.19) podemos multiplicar a primeira equagdo por 2 e
subtrair-la da segunda:

27 4 4y = 0
= {x+y " = 0=20—2r+y—dy=—3y.

x4+ 2y =0, (x2)
20 +y=20

20 +y =0

Assim, ficamos com o sistema de solucao trivial

2u=0
oy =9 = y=0 (=z2=0).
—3y =0
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Exemplo 2.20. Suponhamos agora que o sistema é

x4+ 3y =1,
2z 4 6y = 2.
Solugao (Eliminagao).

lo:=lo—211
oy =1 = oy =14 =r+3y=1.
2z 4+ 6y = 2 Oz +0y =0

Logo, todos o pares ordenados da forma (1 — 3y,y), y € R, s@o solugoes.

Neste caso temos um numero infinito de pares de nimeros reais que satisfazem o sis-
tema de equagoes lineares: dizemos que é compativel (ou possivel) indeterminado. No caso
anterior, ou seja quando o sistema possui uma tunica solucao dizemos tratar-se de um sis-
tema de equagoes lineares compativel (ou possivel) determinado. O sistema pode ainda ser

classificado como incompativel quando nao tiver solucao, que é o caso do exemplo a seguir.

Exemplo 2.21. Considere o sistema

r+y=1
2z + 2y = 3.
Solugao (Eliminacao).

{mﬁ—y:lj ZQ:il/i;Qh {I+y:1a . 0-1

20 + 2y =3 Or+0y=1
Logo, nao possui solucao.
Assim, dado um sistema de equacées lineares estaremos interessados nas seguintes questoes:
1. Possui solucao?
2. Quantas solugoes possui?
3. Existe algoritmo eficiente para calcular as solucoes?

A resposta a estas questoes pode se achada no Método de Eliminacao Gaussiana.
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2.6.1 Meétodo de Eliminacao (GGaussiana

Note que se arranjamos os coeficientes dos sistemas de equacoes lineares 2.19, 2.20 e 2.21
como equagoes matriciais obtemos

IRt I R HIER R M

respectivamente. No caso geral, o sistema pode ser descrito na forma

Axr =0,
onde
a1n Qa2 - Q1p
Q21 Q22 -+ A2p
= |@ijmxn —
A [a J]
m1 Am2 -~ Omn

¢é a matriz de coeficientes com m linhas, uma para cada equacao, e n colunas, uma para cada
variavel;

X
X2

é o vetor (coluna) de varidveis e

é o vetor de termos independentes. Note ainda que adicionando o vetor de termos indepen-
dente a matriz de coeficientes obtemos uma matriz ampliada que carateriza o sistema de
equacoes lineares Ax = b:

apy G2 - Qip ‘ b

a21 Q22 -+ Q2p ‘ by
[A ’ b] - : : .. : ‘ :

Am1 Qm2 - Amn ‘ bm

Nos exemplos anteriores temos as matrizes ampliadas

1210 13 |1 11 ] 1
2 1] 0| 2 6 | 2 ¢ 2 2 | 3|
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respectivamente.
Observe agora o efeito da eliminacao, efetuada para resolver cada um dos sistemas, sobre a
matriz ampliada:

(12 ] 0] (12 |0
21 ]0] T |o —3|0} (2.1)
(13 | 1] (13 |1
_26\2_<_>_00\0] (22)
(101 ] 1] (101 |1
_22‘3_<—>_00‘1]. (2.3)

As matrizes “reduzidas”ficam triangulares superiores. O processo de eliminagao Gaussiana é
um algoritmo para reduzir a matriz via operagoes elementares em matrizes linha-equivalentes
(em que os sistemas resultantes possuem as mesmas solugoes). Ditas operagoes elementares
sao:

(i) permutacao de duas linhas,
(ii) modificagdo de uma linha pela adigao de um multiplo nao nulo de outra linha; e
(iii) multiplicacdo de uma linha por um real nao nulo.
O processo de eliminacao termina quando a matriz estd na forma escalonada:

(S;1) Cada coluna que contém o primeiro elemento nao nulo de alguma linha tem todos seus
outros elementos abaixo desse iguais a zero.

(S2) Toda linha nula ocorre abaixo de todas as linhas nao nulas.

(S3) Se as linhas 1,...,7 s@o as linhas nao nulas e se o primeiro elemento nao nulo da linha
i ocorre na coluna k;, entao ky < kg < --- < k, (forma escada).

Observacao 2.22. Dependendo da bibliografia, a definicao de matriz reduzida a forma es-
cada (vide, por exemplo, [1, 2.4.1]) pode incluir a condigao:

(a) o primeiro elemento nao nulo de uma linha nao nula é 1.
E também pode incluir a seguinte alteracao de (57):

(b) cada coluna que contém o primeiro elemento nao nulo de alguma linha tem todos seus
outros elementos iguais a zero.

Estas alteracoes sao perfeitamente admissiveis com o uso de ferramentas computacionais;
porém, podem ser inconvenientes quando o célculo é feito manualmente. Da mesma forma, o
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relaxamento das condigoes exclui a unicidade da linha-equivaléncia de uma matriz qualquer
a uma matriz linha-reduzida a forma escada (Vide [1, 2.4.3]).

Exemplo 2.23. A matriz

S = O
S O N

1
3 | ndo estd na forma escada pois nao verifica (53). A
0

estd na forma escada.

S NN O
S = W

1
matriz | 0
0

Observacao 2.24. Como a matriz escada é uma matriz triangular superior se o sistema
tiver solugao unica ela serd obtida trivialmente a partir do sistema equivalente escalonado.

Definigao 2.25 (Posto e nulidade). Dada uma matriz A,,«,, seja By x, uma matriz linha-
equivalente reduzida a forma escada. O posto de A, denotado por p, é o nimero de linhas
nao nulas de B. A nulidade de A é o niimero n — p.

Cabe destacar que o posto de uma matriz coincide com o total de vetores linha da
matriz que nao resultam dos outros vetores linha via operacoes de soma e multiplicacao por
escalar (operagoes lineares); em particular, se o posto for méximo (m, em que m é o nimero
de linhas da matriz) nenhuma linha decorre linearmente das outras e, se nao for maximo
entao alguma linha decorre linearmente das outras. Estes conceitos sao conhecido como
independéncia e dependéncia linear respectivamente e serao tratados no capitulo dedicado
a espagos vetoriais. No caso particular da matriz ampliada [A|b] associada ao sistema de
equagoes lineares A,,x,x = b, 0 posto de [A|b] corresponde ao niimero de equagoes essenciais
(ndo redundantes) do sistema enquanto que a nulidade fornece a diferenga entre o nimero
de varidveis do sistema e o ntimero de equacoes essenciais do mesmo.

Voltando aos exemplos temos, das equagoes (2.1)-(2.3), que

Exemplo 1 : posto(A) = 2, posto[A | b] = 2, nulidade(A) = 0.
Exzemplo 2 : posto(A) =1, posto[A | b] =1, nulidade(A) = 1
1

Exemplo 3 : posto(A) =1, posto[A | b] = 2.

Observacao 2.26. Nos exemplos 2.19 e 2.20 o posto de A coincide com o posto de [A | b] e,
como j& observamos, sao sistemas compativeis. No exemplo (2.21) o posto de A é diferente
do posto de [A | b] e estamos no caso de um sistema incompativel.

Observacao 2.27. Nos sistemas compativeis 2.19 e 2.20 também observamos outra coin-
cidéncia. No exemplo 2.19 a nulidade é zero coincidindo com unicidade da solugao e no
exemplo 2.20 a nulidade ¢ positiva sendo um sistema indeterminado.
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Teorema 2.28. O sistema de equacoes lineares Ax = b € compativel se e somente se
posto(A) = posto[A | b]. Mais ainda, no caso compativel hd uma tinica solu¢io se e so-
mente se nulidade(A) = 0.

Demonstragao. Caso posto(A) # posto[A | b, o sistema equivalente possui (a0 menos)
uma equacao do tipo 0 = l;j # 0; o que corresponde a incompatibilidade de sistema; caso
contrério, a nulidade descreve o niimero de varidveis necessarias (e suficientes) para descrever
(linearmente) o conjunto soluc¢ao do sistema e, obviamente, mesmo que seja apenas uma, o
conjunto solucdo seria infinito (uma solugao para cada nimero real). O]

Exemplo 2.29. Resolva
r—3y+6z=-1
20 =5y + 102 =0
3v—8y+ 172 = 1.

Solucgao.
1 =3 6 | =17 te=te—2n [1 =3 6 | —1]
5 10 | 0| " olo o1 -2 | 2
3 -8 17 | 1 0 -1 | 4]
. 1 -3 6 | —1]
Byt g 1 —2 | 2
| 0 1| 2

Entao o posto de A é igual ao posto de [A | b] e igual a 3 e o sistema é compativel. Além
disso, a nulidade de A é zero garantindo que o sistema é determinado. Para obtermos a
solucao note que de I3 na matriz linha-equivalente reduzida concluimos z = 2. Substituindo
em [ obtemos

y—22)=2 = y=2+4=6
e, de [y,
r—3y+6z=-1 = 2—-36)+6(2)=-1 = 2=—-1+6=05.
Ou seja, (5,6,2) é a solugao.

Exemplo 2.30. Resolva
20+ 2y — 2 =2
r+y+z=-2
20 —4y + 32 = 0.
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Solucgao.

2 2 -1 | 2 (1 1 1| =27

11 1] =2 ok 2 2 -1 | 2

2 -4 3] 0 2 4 3| 0]

bi=b-2n [ 1 1 1 | =2

BEEE Lo 0 -3 6

0 -6 1| 4|

11 1| -2]

e 0 -6 1| 4

0 0 -3 | 6|

Entao o posto de A é igual ao posto de [A | b] e igual a 3 e o sistema é compativel. Além disso,
a nulidade de A é zero garantindo que o sistema é determinado. Para obtermos a solucao
note que de /3 na matriz linha-equivalente reduzida concluimos z = —2. Substituindo em [y
obtemos y = —1 e, de [y, z = 1.

Exemplo 2.31. Resolva
r+y—z2=0
r+y+z=0.
Solucao.
11—1|012:ﬂ;1111—1|0
11 1] 0 00 210
= posto(A) = 2 = posto[A | ] nulidade(A) =3 —2 = 1.

Entao o sistema é compativel indeterminado. Para obtermos a solugao note que de ls na
matriz linha-equivalente reduzida concluimos z = 0. Substituindo em [; obtemos x + y = 0,
i.e., y = —x. Logo, o conjunto solucao é

{(z,—x,0) | = € R}.

2.6.2 Sistemas homogéneos

Considere o caso em que o termo independente b é uma matriz coluna nula: Az = 0. Entao, a
primeira observacao imediata a ser feita é que a escolha trivial z; = 0, Vi, é sempre solucao do
sistema; ou seja, os sistemas lineares homogéneos sempre sao possiveis. Isto também decorres
do Teorema acima, que carateriza os sistemas lineares, posto que a matriz ampliada [A|0] nao
permite alteragoes na ultima coluna (nula) via operagoes elementares e, consequentemente,
posto[A|b] = posto(A). Quanto ao conjunto solugao ser indeterminado ao nao, dependera
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da nulidade da matriz A. No caso do Exemplo 2.19 temos um sistemas homogéneo com a
solucao trivial x = 0 = y. J4 se considerarmos a parte homogénea do sistema no Exemplo

2.20
x+ 3y =0,
2z + 6y = 0;
| 0
| 0

obtém-se a matriz ampliada 2 } que, via operacgao elementar [y := [y — 2[;, reduz-

1310 . L
00 |0 } Assim, posto(A) = 1 = posto[A|0] e

nulidade(A) = 1; assim, o sistema é possivel e indeterminado e com uma variavel, digamos
y, descreve-se todo o conjunto solucao:

1
2

se a matriz linha equivalente escalonada [

So={(z,y) eR?* == -3y, ye R} = {(-3y,y); y e R} = {y-(-3,1); y € R}.

Note que o conjunto solugao, Sy, do Exemplo 2.20, nao-homogéneo, mas do qual tiramos a
parte homogénea para ilustrar, verifica

Sp={(1-3y,y); y € R} ={(1,0) + y(=3,1)} = (1,0) + So.

Ou seja, a solugao do sistema nao homogéneo é a translagdo da solugao do homogéneo
por uma solucao particular (especifica qualquer) do nao homogéneo, no caso escolhemos

(z,9) = (1,0).

Teorema 2.32. Suponha que o sistema Ax = b possui solugao, que T € uma das solugoes
e que Sy representa o conjunto solugcao desse sistema. Entao, S, = T + Sy em que Sy € o
conjunto solucdao da parte homogénea Az = 0.

Demonstragao. Temos AT = b e, supondo que = € Sy, também Az = b; logo,

AZL’—Ai’Zb—b@A([E—(Z‘):0¢>I—f680¢>$€f+50.
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2.7 Exercicios: Matrizes e S.E. Lineares.

2.7.1 Matrizes: introducao.

Q 2.1. Considere as matrizes

12 3 —2
A:{z 1 —1}’ B:{ 3

Encontre as matrizes: A+ B, AC, BC, CD, DA, DB, —Ae —D.

], C= _; e D=[2 —-1].

01
01 4

Q 2.2. Determine A — AT quando A for simétrica.
Q 2.3. Classifique AT quando A for triangular superior (respectivamente, diagonal).

Q 2.4. Dadas as matrizes A e B e os escalares a e 3, indique verdadeiro ou falso:
1. (—A)T = —(AT).
2. (A+B)T = AT + BT,
3. AB=0 = A=0 ou B=0.
4. (0A)(BB) = aAB.
5. (=A)(—B) = —(AB).
6. A e B simétricas implica AB = BA.
7. Se AB =0 entao BA = 0.

8. Se podemos efetuar o produto AA entao A é uma matriz quadrada.

IR

Q 2.6. Ache o valor de t que torna a matriz A(f) igual a nula, onde

Q 2.5. Ache z,y, z,w se

2 —1 2 —t
Alt) = {t?’—l t2—3t+2}'
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Definicao 2.33 (Polinémio na matriz A). Seja A uma matriz quadrada e p(z) = a; + a1z +
-+ + a,2™ um polinémio. Define-se p(A) como sendo a matriz

p(A) = aol + a1 A+ asA* + -+ a, A",

onde
A2:AA, A3:A2A, e A”:A””A, A’ =1T.

Q 2.7. Seja f(x) = 22* — 3z, g(x) = 2% + 3z — 10 e considere a matriz A = { é _i ]

1. Calcule f(A) e g(A).

2. Observe que A anula g, ou seja, g(A) = [0]ax2. Existe algum outro polinémio monico!
de grau menor do que 2 (que é o grau de g) e que anule A?

3. Encontre um vetor coluna nao nulo u e tal que Au = —bu.
4. Encontre um vetor coluna nao nulo v e tal que Av = 2wv.

5. Prove que
g(A) = [A+5I[A - 21].

6. Mostre que o plano gerado por u e v coincide com R2. Logo, se X = (z,y)7 € R?
entao X = tu + sv para certos t e s reais. Prove que

AX = (=5t)u + (2s)v.

2.7.2 Sistemas de Equacoes Lineares.

Q 2.8. Identifique quais das seguintes equacoes sao lineares

a) 3y —4xy + bxs = 6.
b) zyzowy = —2.

c) %+ 6y = 1.

d) (z+y)z—y)=-7
) x+32z =4

'Um polinémio é dito ménico quando o coeficiente do termo de mais alta ordem é um. O polinémio
monico de menor grau que ainda anula A é dito minimal.
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f) #4322 = —4.
Q 2.9. Resolver:
1.

Q 2.10. Resolver
T1+ o+ X3 = 0
a) 12[[‘1 + 2[L’2 — T3 = 5
3[L’1 +4ZL‘2 +l‘3 = 4

3 3y =4
b) { T+ E
r—y = 10.

dr+2y—3z=1
c) R 62+3y—52=0
r+y+22=09.

Garciga O.,R.

20 —y+ 3z =11
dr — 3y +22=0
rT+y+z2=6
3r+y+ 2z =4,

3r+oy=1

20+2=23
or+y—2z2=0,

r+y+z=4
20 + 5y — 22 = 3.

3r+3y=4

Q 2.11. Use eliminacao Gaussiana para resolver { Que acontece? Explique.

—z —y = 10.

Q 2.12. Resolva o sistema de equagoes genérico Ax = b em que n = m = 2. Dé hipoteses
sobre os coeficientes a,; para que o sistema tenha solucao unica.

Q 2.13. Use eliminagao Gaussiana para determinar para quais valores do parametro k o

sistema

r+y=1
x—ky=1

tem uma, mais de uma ou nenhuma solucao.
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Q 2.14. Resolva
w+2rx+y—z=1
Sw—zr—y+2z=3
—r+y—z=1
2w+ 3z + 3y — 3z = 3.

2.7.3 Modelo Keynesiano de renda nacional.
Considere o modelo simples de renda nacional:
Y=C+I1+G e C=a+bY

em que Y é a renda (agregada) ou produto nacional, C' é o consumo (agregado), I representa
o investimento e GG os gastos do governo; o parametro a é a parte autonoma do consumo
(parcela que nao depende da renda) e o parametro b é a fragdo da renda que é gasta no
consumo (ou a propensao marginal a consumir, 0 < b < 1).

Q 2.15. Supondo I, G, a e b dados, mostre que o modelo pode ser descrito na forma matricial

Ax = d em que
1 -1 Y | I+G
S R E Y R R

Mostre que o sistema possui solugao tinica e resolva o modelo para obter Y e C' em funcao
dos dados do problema.

Q 2.16. Considere a seguinte variante do modelo simples de renda nacional que inclui im-
posto sobre a renda:

Y =C+ Iy + Gy, C=a+bY-T) e T=d+tY

em que C' é o consumo (agregado) como funcao da renda descontado o imposto T', Iy re-
presenta o investimento e Gy os gastos do governo; o parametro d > 0 é o imposto fixo
(independente da renda) e ¢ é a taxa de imposto sobre a renda, 0 < ¢t < 1. Descreva o
modelo no formato matricial e determine, se possivel, as variaveis endégenas Y, C' e T' em
funcao das exdégenas Iy, Gg e dos parametros a, b, d e t do modelo.

Q 2.17. Considere a variante do modelo Keynesiano simples de renda nacional em que o
governo gasta uma fracao da renda:

Y=C+1,+G, C=a+bY —1Tp) e G=gY

em que Ty é um imposto sobre a renda (exégeno) e g é a fracao da renda gasta pelo governo
(0 < g < 1). Descreva o modelo no formato matricial e determine, se possivel, as varidveis
endégenas Y, C' e G em funcao das exdgenas Iy, Ty e dos parametros a, b e g do modelo.
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2.7.4 Equilibrio geral de mercado.

Considere um mercado com trés mercadorias em que a demanda de cada uma delas leve
em conta nao apenas o efeito do seu proprio preco mas também os precos das outras duas
mercadorias relacionadas: Qq, = Qq,(P1, Py, P3), i = 1,2,3. Suponha, analogamente, que as
fungoes de oferta Qs, = Qs, (P, P2, P3), i = 1,2,3, também possam levar em conta o prego
de outras mercadorias. A questao entao é sobre a existéncia ou nao de um vetor de precos
P = (P, P», P3) que deixe o mercado em equilibrio; ou seja, que iguale oferta e demanda por
cada mercadoria: Qg = Qs,, ©* = 1,2,3. Quando ditas fungoes sao afins, o problema pode
ser reduzido ao estudo de um sistema de equacoes lineares

Q 2.18. Determine se ha ou nao equilibrio de mercado e o vetor de precos no caso a seguir:
Qq, = 10-2P+P—P3, Qs = —2+3P—D; Qi, = 14+P —P,—P3, Q, = —1+2P,

€
Qd3:20—p1+P2—P3, Q33:—4—P1—P2—|—3P3,

Q 2.19. Determine se ha ou nao equilibrio de mercado e, caso exista, o preco Ps, supondo
que as funcoes de demanda e oferta verificam

Qa, = 10 — 2P, — 2P, Qs, = =2+ 3P — P3;
Qd2:14+P1_P2a Q82:_1+2P2)
Qas =20+ P, — P, Qsy = —4 — P + 3Ps.

2.7.5 Questoes da ANPEC

Resolva as seguintes questoes/ano da ANPEC: 5-(0),(3),(4)/ 2001; 11/ 1995; 15/ 1996; 15/
1997; Q1-(3)/2006; 10-(4) e 11-(0)/ 2010; 5-(3,4)/ 2011; 4-(0,3,4)/ 2012; 4/ 2016; 6-(0-
2)/2018; 6-(1,3,4)/2019, 7-(4)/2020.
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2.8 Gabarito: Matrizes e S.E. Lineares.

Q 2.1. Sendo
1 2 3 -2 0 1 -1
temos

—_ =

12 3] -2 0 [ 1+(-2) 240 3+1
A+B_{21—1_+{ 3 0 }_{ }_

-1 2 4
2+3 1+0 —-1+1

510

T A | I PP i) B vt B

N
I
L—
[\
|
—_
| IS
| ——
N —
— Do

_i’]:[2—2 4—1 64+1]=[0 3 7]
D-B=[2 —1}{_3 8 ”:[—7 0 1], —A:[:; j _ﬂ
e—D:[—2 1}.

Q 2.2. A matriz nula da mesma ordem de A.

Q 2.3. Triangular inferior (resp. diagonal).

Q 2.4. (0) V; (1) V; (2) F5 (3) V5 (4) F; (5) F; (6) F; (7) V.
Q 2.5. Calculo de z, y, z,w:

1 0| |z vy 2 3| | 20+3y 3x+4y N 20 +3y=1, 22+ 3w =0
01| |2 w 34| | 2243w 3z+4w

3v+4y =0, 3z +4w = 1.

Entao

3 3 1
y=-—4% ¢ 1:2x+3<—1x)=—1x:$=—4 e y=3

|
|
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e, analogamente,

2 2 1
w:—gz e 1:3z+4<——z>:§z:>z:3 e w=—2.

3
Q2.6.1=1.
Q 2.7. Seja f(z) =22 — 3z, g(z) =2+ 32— 10; ¢, A= [ zl)) _Z ] Entao,
1. f(A) =242 — 34 — [ _; ‘;)2] e g(A) = [0]sxo.
Nao, pois se m(z) = z + ¢ anulasse A ter-se ia A = —cl, que néo é o caso.
u=(1,-3)T.
v=(2,1)T.

Note que g(z) = 2> + 3z — 10 = (z + 5)(z — 2).

S

7 ={tu+sv; t,s € R} = {t(1,-3)+s(2,1); t,s e R} = {(t +2s, -3t +s; t,s € R} =
R%. Logo, se X = (z,y)T € R? entdo X = tu + sv para certos t e s reais e

AX = A(tu + sv) = tAu+ sAv = t(—5u) + s(2v) = (—=5t)u + (2s)v.

Q 2.8. a) ee).

Q 2.9. 1): (—1,2,5); 2): (7/(16), —=1/(16), (17)/8); 3): = = (17)/3 — (7/3)z, y = —5/3 +
(4/3)z, z € R.

Q 2.10. Aplicando eliminacao de Gauss obtem-se

1 1 1 |0 1 1 1 |0 11 1 | 0
a) |12 2 =1 | 5| < |0 =10 =13 | 5| < |0 1 -2 | 4 |. Entdo,
3.4 1 | 4 0 1 -2 | 4 00 —33 | 45

z=—-15/11,y=14/11 e x = 1/11.
b) x =17/3 e y = —13/3;
c) (2,1,3).
Q 2.11. Aplicando eliminagao Gaussiana obtem-se
{3 3 \4}(_}{11]—10}_}{11\—10]'
-1 -1 ] 10 33| 4 00 | 34
Entao, o sistema é impossivel causa do posto de A, 1, ser diferente do ponto de [A|d],

que ¢ igual a 2. Observe que a segunda equacao do sistema equivalente corresponde a
0 = 0z + Oy = 34, uma impossibilidade.
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Q 2.12. Consider o sistema de equacgoes genérico Axr = b em que n = m = 2. Note que se
ay; = 0 entao a primeira equagao é trivial; assim, vamos considerar o caso em que ai; # 0:

aiz b1 a1z b1
{an arp | 21 } o [ 1oz | ] N { 1 an | ayy
_ a12a21 _ biaz1
agy azp | by ag ax | by 0 ag aL | b a1
12021 Det(A . ~ . / ’
Logo, se ass — = (4) # 0; ou seja, Det(A) # 0, entdo o sistema é possivel (posto
aii ail

2) e determinado (nulidade zero). Caso contrario, o sistema é impossiel a menos que boay; —
bias; também seja zero; caso em que o posto é um e a nulidade é positiva, correspondendo
a um sistema possivel e indeterminado.

Q 2.13. O sistema possui solugao tnica se e somente se k # —1. Caso contrario, isto é, para
k = —1, ha infinitas solugoes.

Q214. zeR, y=T7/11+ (12/11)z, 2 = —4/11 4+ z/11 e w = 12/11 — (3/11)=.

Q 2.15. Para checar a representacao matricial basta efetuar o produto Ax e comparar e
igualar a d. Note agora que a matriz ampliada possui posto maximo 2, assim como A:

1 -1 | I+G] [1 -1 | I+@G
<_>

Ald =1 2 4 | a 0 1=b | a+b(I+G) |’

1—0b#0.
Logo, a nulidade é zero e o sistema possui solucao tnica:

b(I +G I1+G
:%Z) ¢ Y*:C*+(1+G):%.

Q 2.16. Na variante que incorpora impostos

C*

Y=C+Ig+Gy, C=a+bY-T) e T=d+ty

a matriz ampliada resulta em

1 -1 0 | ]0+G0 1 -1 0 ’ ]0+G0
A= -b 1 b | a — 0 1—-b b | a+b(]0+G0)
—t 0 1| d 0 —t 1 | d+t(Iy+ Go)
1 -1 0 y Iy + Gy
— 10 1 b/(1—b) | [a+ b(Io + Go)]/(1 —b)
0 0 14th/(1—=0b) | d+t(lo+ Go)+tla+bly+ Go)]/(1—0)
Onde 1—b+th 1—0b(1—-t
1+tb/(1—b) = — R el G )>0, pois 0 <b,t<1.
1-0b 1-0
Logo,
T*i(l—b)d—f—t(a‘l—]o‘f‘Go)

1—b(1—1)
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Q 2.17. Na variante com gasto endoégeno temos

1 -1 -1 | I 1 -1 -1 | I,
A=|=b 1 0 | a=by || 0 1=b =b | a+bly—Tp)
-g 0 1 | 0 0 —g 1-g | gl

1 -1 1 | I
=10 1 —b/(1—b) | a4 b(1o — Tp)]/(1 — b)
0 0 (1-9)/g—0b/1=0) [ (a+Io—0blp)/(1—-b)

Onde
l-b—g+gb—gb 1—(b+g)
g(1—b) 9(1 =)

Logo, o sitema possui solu¢dao tnica se e somente se b + g # 1. Na verdade deve-se ter
b+g<lea+ Iy > by de modo a garantir

a+[0—bT0)
1—(b+yg)

Q 2.18. P, = 34/11, P, = 38/11 ¢ P; = 85/11.
Q 2.19. P; = 267/31 ~ 8,6 w.m.
ANPEC (2001 Q5-(0,3,4)). Assinale V (verdadeiro) ou F (falso):

(L—g)/g—b/(1-0)= L0 b+g#l.

o= 9

V (0) Um sistema homogéneo de equagoes lineares sempre tem solugao.

Solugao. Axr = 0 sempre admite a solucao trivial = 0.

V (3) Um sistema homogéneo de m equagdes lineares com n incégnitas tem infinitas solugoes
se n > m.

Solucgao. Sendo homogéneo, o sistema é compativel. A nulidade, no caso, é n—posto >
n —m > 0 (observe que posto < m). Logo, o sistema é indeterminado.

F (4) Qualquer sistema de equagoes lineares com n incdgnitas tem infinitas solugoes se n > m.

Solugao. So se for compativel, o que nao necessariamente é o caso.

ANPEC (1997 Q15). Considere o seguinte sistema linear em x,y,z

2r+y—2=0
ar — 22 =10
r—2y=20

Julgue as afirmativas abaixo:
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(0) Quando a = 10, o sistema nao tem solugao nao-trivial.

v
F (1) Nao existe solu¢ao nao-trivial, qualquer que seja o valor de a.
F (2) Se a =5, existe uma unica solug¢ao nao-trivial.

F

)
)
)
(3) Existe uma tnica solu¢ao nao-trivial, qualquer que seja o valor de a.
Solugao. Note que é um sistema homogéneo, consequentemente compativel. Assim, o sis-

tema é determinado ou nao dependendo do posto da matriz de coeficientes ser igual a trés
ou nao. Observe que

2 1 -1
0 —2|=-242a—8=2a—-10=2(a—5)=0<a=>5.
1 -2 0

Entao o posto é trés se, e somente se, a # 5. Ou seja, a solugdo é tnica (a trivial) se, e
somente se, a # 5.

ANPEC (1996 Q15). Considere o sistema linear

T4+ 209 — 23+ 24 =0
25(71—1‘2+2$3—.T4:0

JZ1+I2—ZE3+I4:O.
Julgue as afirmativas abaixo:
F (0) O sistema acima nao tem solucao.

Solugao. De fato tem infinitas solugoes pois sendo homogéneo é compativel e a nuli-
dade é no minimo um, pois trés sdo as equagoes (limitando o posto a no maximo trés-
que é 0 caso) e quatro sdo as varigveis.

V (1) Caso x4 = 0, o sistema acima tem somente solugao trivial.

Solugao. Se z, = 0, o sistema acima continua homogéneo e com matriz de coeficientes

1 2 —1
Al 2 -1 2 :>Det(f1):47éO:>x1:x2:a:3:O.
1 1 -1

F (2) Caso x4 = —2, as solugdes para x1, Ts, 3 sdo todas positivas.
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Solugdo. Quando x4 = —2 o sistema toma a forma Az = b onde A é a matriz do item
(1), & = (21,29, 23)T e b= (2, -2,2)". Como Det(A) = 4 # 0 podemos aplicar a Regra
de Cramer. Entao, o sinal de cada componente x; da solugao estara determinada pelo
determinante da submatriz A; obtida de A pela troca da coluna i pelo vetor coluna b

(observe que Det(A) =4 > 0):

2 2 -1 1 2 -1
-2 -1 21=2>0, 2 =2 2|=0=
2 1 -1 1 2 -1
ANPEC (1995 Q11). Dado o sistema
r+y+kz=1
2z + k2 = —1
r+y+22=0.

Indique se as afirmativas abaixo sao verdadeiras ou falsas.

F (0) para k = 1, existem infinitas solugoes.
V (1) para k = 3, existe uma tnica solugao.
F (2) para k = 2, existem infinitas solugoes.
V (3) para k = 2, nao existe solugao.

F (4) para k = 2, existe uma unica solugao.

_ Det(ds) _0_ ooy

2T Da(h) 4

Solucgao. Efetuando o processo de eliminagao sobre a matriz ampliada obtemos

11 k| 1 11 k| o1
20 kK | -1 < |0 —2 k—2k | =3
11 2] 0 0 0 2—k | -1

Entao, o posto de A e da matriz ampliada coincidem se, e somente se, k # 2. Neste caso, com
posto 3 a nulidade é zero e o sistema é compativel determinado. Quando k£ = 2 o sistema é,

consequentemente, incompativel.

ANPEC (2010 Q10-(4)).F (4) Se o posto da matriz

¢ 3, entao x # 1.

—_ O =
S
O = O
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Solucgao. Seja x = 1. Entao,

1 =z 0 1 10 1 10
01 1]|= 01 1|—=1]0T171
-1 10 -1 10 0 20

que tem posto 3.

ANPEC (2010 Q11-(0)).F (0) Considere as matrizes A = [

Paraa=1e¢ b=2, entdo (34 — BT)T = [i _le]

Solugao. Observe que

cwmrwsonsft ][]

-1 21

1
2

6— 2
—3-1

-

2
1

4
—4
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ANPEC (2011 Q5-(3,4)). Seja A = (a;;) uma matriz real n x n. Considere o sistema

Ax = b abaixo e julgue as afirmativas:

a111 + 1929 + - + A1pTn
a21r1 + QT2 + -+ 4 G2y
An1T1 + An2T2 + + Apndn

V (3) A matriz M = A+ A’, em que A’ é a transposta de A, é uma matriz simétrica.

by
by

bn

Solugao. M'=(A+ A= A"+ (A" = A"+ A=A+ A" = M.

F (4) Se u= (u1,...,u,)" e v = (vy,...,v,)" sdo solugoes do sistema Az = b, entdo u + v

também é solucao de Ax = b.

Solugao. A menos que b = 0.

Alu+v) =Au+Av=>b+b=2b#b,

b+ 0.

ANPEC (2012 Q4-(0,3,4)). Seja A = (a;;) uma matriz n x n com entradas a;; € R.

Julgue as afirmativas:

V (0) Existe uma matriz B de modo que BA = 2A.

Solugao. B = 21I.
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Seja b € R™. Se Ax = b possui infinitas solucoes, entao existe ¢ € R”, tal que Ax = ¢
admite uma tnica solucao.

Solugao. Se Ax = b possui infinitas solucoes entao a nulidade de A é positiva, conse-
quentemente qualquer outro sistema possivel Ax = ¢ também teria infinitas solugoes.

Suponha que a;; = 0 quando ¢ + j for par e a;; = 1 quando ¢ + j for impar. Se n > 3,
entao A tem posto n.

Solugao. Seja A = . Entao, A verifica as hipétese com n = 3; mas, seu

o = O
[ s R
o = O

posto é 2 # 3.

ANPEC (2016 Q4). Uma matriz de permutagdo é uma matriz quadrada, cujas entradas
sao numeros 0 ou 1 e tal que em cada linha e em cada coluna hé exatamente um nimero 1.
Analise a veracidade das seguintes afirmacoes:

F (0)

Soma de matrizes de permutacao da mesma ordem é uma matriz de permutacao;

Solugao. Note que a identidade, I,,, ¢ uma matriz de permutacao; porém, I + I = 21
nao é de permutacao pois aparece o numero dois entre suas entradas (na diagonal).

Produto de matrizes de permutacao da mesma ordem é uma matriz de permutacao;

Solugao. Suponha que A = [aijlnxn € B = [bijlnxn s@0 matrizes de permutagao:
Clij, bij € {0, 1} com Z?:l CLZ'j = 1, Z?:l bij = 1, \V/j, (§] Z?:l aij = 1, 2?21 bij = 1, V’l
Entao, a matriz produto AB = [¢jj]nxn verifica ¢;; = 0| @ik - byj. Assim, ¢;; € {0,1},

Zcijzzzaik'bkaz <Zazk> 'bkj :Zbkal, Vj
i=1 k=1

i=1 k=1 k=1 i=1
1

Analogamente, Y7, ¢;; = 1, Vi.
Se M € R™™ é uma matriz de permutacao e v € R™! é um vetor qualquer, entdao Mv
e v tém a mesma norma;

Solugao. Mv possui as mesmas coordenadas de v, a menos sua ordem (que foi per-
mutada).

Seja M € R™" ¢ uma matriz de permutagao e S = {[vy - - - v, |7 € R™ | Y vy =1},
A transformacao linear T'(v) = Mv deixa invariante o conjunto S (ou seja, T'(S) C S);
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Solugao. A soma das coordenadas de v e Mv é a mesma, pois esses vetores so se
diferenciam na ordem de suas coordenadas: para €= (1,...,1)T tem-se

v+ v, = (0, 8) = (v, MTE) = (Mv,é) = (Mv), + - - (Mv),.

Aqui usamos M7& = & pois MT também ¢ uma matriz de permutacao e a permutacao
de coordenadas em € nao altera o vetor posto que todas suas coordenadas sao iguais.

F (4) Se M € R™" é uma matriz de permutagao e M? = MM = [ (matriz identidade),
entao M = I.

Solucgao. Considere, por exemplo, M = [ (1) (1) }

ANPEC (2018 Q6-(0-2)). Classifique as afirmagoes abaixo segundo a sua veracidade:

V (3) Considere a matriz A, 4 x 4, a matriz coluna z = (1, ¥, 73, 24)7 € a equacio Ar = b.
Considere que b e que a inversa de A sao:

0 6
Al =

D Ot W
S O N =

1
0
1
0

O = =
o W

Entao, a solucao serd xr = (1,2,3,0)72.

Solugao. Sendo A inversivel, Az = b se e somente se x = A~1b. Logo,

1 06 7 1 1
x:0133 20 _ |2
1 16 5 0 3
005 2 0 0

F (4) Se uma matriz tem inversa, entao ela ¢é singular.

Solugao. Se tem inversa entdao seu determinante é diferente de zero; ou seja, nao-
singular.

ANPEC (2019 Q6-(1,3,4)). Considere a equagao do plano

1 1 0
pis,t)=1 0 |s+| -1 Jt+| O
1 1 1

2Tomei a liberdade de adicionar a transposta neste vetor linha pois, caso contrario a afirmacdo seria
trivialmente falsa dado que z4x1 # T1x4-
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a
e a equagao dareta r(u) = | b | w. Indique quais dos itens abaixo sao verdadeiros e quais
0
sao falsos:
1 1 -—a 1 0
F (1) Sea = b, entdo aequacao | 0 —1 —b g | = 0 | tem infinitas solugoes.
1 1 0 3 1

Solugao. Fixe b = a e aplique eliminacao Gaussiana na matriz ampliada para obter

1 1 —a | O . 1 1 —a | O
0 -1 —a | 0 |"&" [0 -1 —a | 0
1 1 0] -1 00 al -1

um sistema impossivel (sem solugao), quando a = 0, ou um sistema possivel e deter-
minado quando a # 0.

V (3) Os parametros s,t e u, para os quais o plano p(s,t) se encontra com a reta r(u),
1 1 —a 0
satisfazem e equacao [ 0 —1 —b t = 0
1 1 0
Solugao. De fato, r(u) = p(s,t) se, es somente se,
a 1 1 0 a 0
b lu=| 0 |s+| =1 |t+| O b lu=—1 0
0 1 1 1 0 1
1 1 —a —a 5 0
S| 0 s+l =1 |t+| =b |u= 0 & 0 —1 —b t | = 0
1 1 0 ~1 1 1 0 u ~1

V (4) Se a =0, entdo o plano p(s,t) e a reta r(u) ndo se interceptam.

Solugao. Nesse caso o sistema ¢ impossivel (consulte os itens (3) e (1).

ANPEC (2020 Q7-(4)). Dado o nimero real r € R, considere as matrizes

1 =3 _3
1 r 0 710 \/53*5 \/21*4
0 -1 1 I Gy
V1o V35 V14
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—4
0
0

F (4) O produto das matrizes B*A3B é igual a matriz (

Solugao. Basta checar

e
~

=[S7ETS
~
[en]|Pie) <f
- q5f2 .
Efelz

/I\(\
I
nF
e
01_.1 o) 0 0
o el
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0 <t oo <
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B'AsB =
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Capitulo 3

Determinante

Seja A = [a;j]lnxn uma matriz quadrada de ndmeros reais. O ntmero real Det(A), de-
terminante de A (também denotado |A|), pode ser definido recursivamente: se n = 1,
Det(A) = a1 Sen > 1 entdo Det(A) = > 7, a;;A;j, para um i qualquer fixado, onde
A;; = (=1)" Det(A;j) e Aij é a submatriz quadrada de ordem n—1 obtida de A suprimindo
a lina ¢ e a coluna j. O numero A;; é chamado cofator de a;;. A independéncia do valor
do determinante em funcao da linha escolhida nesta definicdo recursiva, e inclusive a pos-
sibilidade de obter o mesmo valor fixada uma coluna j, é conhecido como desenvolvimento
de Laplace para o célculo do determinante e segue da defini¢ao formal (atribuida a Leibniz)
de determinante det(A) = Zp(—l)‘lﬂalha% c @y, em que (j1, jo, ... Jn) Tepresenta uma
permutacao dos n naturais 1,2,...,n, indexada por p, J, conta o nimero de inversoes de
ordens nessa permutacao e o somatorio percorre todas as n! permutacoes possiveis. Para
uma discussao histoérica sobre o surgimento de tais defini¢oes, assim como as defini¢coes em
si, pode-se consultar [1, Cap.3].
Partindo da definicao recursiva e fixando a linha um tem-se, para ordem 2,

a11 Qa2

= a11(—1)1+1|[a22]| + a12(—1)1+2][a21]] = Q11022 — Q12G2].-
Q21 A22

Por exemplo,

a 0 1 2
0 b’—ab e ‘3 4’—14—2-3_—2.

Note que Det(Aswz) é um somatério com dois termos, e que cada termo desse somatoério é
o produto de dois elementos da matriz: um de cada linha e um de cada coluna, sem repeticao.
Fixada a escolha por linhas em ordem ascendente (1 2), no primeiro termo encontramos a
escolha coluna 1 e coluna 2 respectivamente, o que corresponde a ordem natural p; = (1 2)
e, no segundo termo, encontramos a escolha coluna 2 e coluna 1 respectivamente, que indica
uma inversdo da ordem natural p, = (2 1). O sinal negativo desse segundo termo estd
associado a esta inversao de ordem.

105
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Definigao 3.1. A disposi¢ao dos primeiro n naturais 1, 2, ..., n em determinada ordem
p=0172 - Jgn), Ji € {1,2,...n}, j; # jx Vi # k, é chamada de permutagao e o nimero J,
de inversoes da ordem natural nessa permutacdo define a paridade da mesma: ou (—1)% =1
ou (—1)’ = —1 dependendo de J, ser par ou impar respectivamente.

Voltando ao caso n = 2, temos, obviamente, apenas duas permutacoes possiveis: (1 2)
que é par e (2 1) que é impar e, na formula do determinante,

0 1

J J
Det(Agya) = (—1) 7Pt ay1a22 + (—1) “P2 ajpa91 = a11a22 — a12a9;1.

Vejamos ainda o caso da matriz A ser de ordem 3. Sao 3-2-1 = 3 | = 6 formas possiveis
de ordenar os naturais 1, 2, 3 com trés permutacoes pares e trés impares como mostra a
tabela 3.1 a seguir:

P Jp | (=1)%
@1z3) 0] 1
2302 1
B12) 2| 1
(321)] 3| -1
132 1| -1
213)| 1| -1

Tabela 3.1: Permutagoes de (1 2 3).

Logo, a definigao formal (de Leibniz) do determinante nos leva a férmula

_ J, _
Det(Azyz) = E (—1)77a1j,a25,a35, = a11a22a33 + A12023031 + A13G21032 +
p
—@13022031 — A11023032 — 112021033

Se tiramos em evidéncia os elementos da linha um, por exemplo, obtemos a férmula equi-

valente a seguir que corresponde a decomposicao de Laplace para o calculo do determinante
pela linha um.

Det(A?,xs) = all\(a22a33 - CL23CL32)/—6L12 \(a21a33 - CL236L31)/+6L13 £G21G32 - CL226L31)J
' Vo

A1 —Aq2 A13
= anlQi + aplig + a3 3.
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De fato,
[ di1 diz  dis ] r gy Gps 7
Ap = ¢21 Q22 A23 = == A= (—1)1+1|A11’ = Q220a33 — A230432;
a32 Aas3
L d31 aszp ass i - -
[ Q’fn ¢12 ¢13 1 r g1 Gos 7
A= | an do ax | = = A= (1) A,| = —(agias3 — azzaz);
a31 ass
| @31 dz2  as3 i - .
[ ﬂ/n ¢12 ¢13 1 r o1 o 7
Az = Q21 Q22 %23 = = A= (—1)1+3|A13| = A21G32 — Q22431 .
a31 a3z
| a31 (32 d33 1 - -

De forma andloga, a decomposicao de Laplace pode ser provada fixando qualquer outra
linha ou coluna da matriz.
Teorema 3.2. Dada a matriz quadrada A, ordem n, de niumeros reais tem-se

D@t(A) :Zaiinj7 1= 1,2,...,71

i=1
e também,

DGt(A) :Za’iinj7 ] = 1,2,...,71.
i=1

Definigao 3.3 (Adjunta). A matriz A = [A;;],x, é chamada matriz de cofatores de A e sua

transposta, adjunta de A, i.e., B
Adj(A) = (A)T.

3.1 Propriedades elementares do determinante.

Enunciaremos a seguir as principais propriedades do determinante decorrentes da defini¢ao
formal (Leibniz) ou da caraterizagao via decomposicao de Laplace. No que segue, A repre-
senta uma matriz quadrada de ordem n.

Proposigao 3.4. det(A) = det(AT).

Demonstracao. Na defini¢ao formal (Leibniz) o essencial é percorrer todas as n ! per-
mutacoes possiveis dos n primeiros naturais, levando em conta a paridade de cada, de modo
a escolher um elemento de cada linha e de cada coluna para formar cada produto de n
elementos de todas as formas possiveis. [l

Proposicao 3.5. Se A possui uma linha (ou coluna) nula entdo det(A) = 0.
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Demonstracao. Todo termo do somatério é uma produtéria e em cada um deles aparece um
elemento da tal lina (ou coluna); logo, cada produto é zero e, consequentemente, o somatoério
é igual a zero. O]

Proposicao 3.6. Se multiplicarmos uma linha (ou coluna) de A por uma constante, o de-
terminante fica multiplicado por dita constante.

Demonstracao. Em cada termo do somatério aparece a constante, que pode assim ser
colocada em evideéencia. O

Proposicao 3.7. A permutagao de duas linhas (ou colunas) de A troca o sinal do determi-
nante.

Demonstragao. Suponha que A foi obtida de A permutando as linhas i e 7/, entdo aplicando
Laplace sobre a linha ¢’ de A obtém-se, assumindo i" = i + 1 para simplificar,

J J
= Y ay(—1)" Ay = =1 " ay(—1)"|Ay| = —Det(A).
J

J
Proposicao 3.8. O determinante de uma matriz com duas linhas iguais € zero.

Demonstragao. Sejam i e i’ as linhas idénticas de A. Entao, se ANrepresen’Ea a matriz obtida
de A pela permutacio dessas duas linhas temos Det(A) = Det(A), pois A = A; e também

Det(A) = —Det(A), causa da permutagao. Logo, Det(A) = —Det(A) e, consequentemente,
Det(A) = 0. O

Proposicao 3.9. Sejam A e B matrizes quadradas idénticas a menos, possivelmente, a
i—ésima linha; ou seja, se A = [a;jlnxn entao B = [bij]nxn verifica by; = agj para todo k e j
com k # 1. Suponha ainda que a matriz quadrada C = [c;j]nxn também coincida com A, a
menos sua i—ésima linha agora definida como a soma da linha i de A com a linha i de B:
cij = ai; +bij, 7 =1,2,...,n. Entao, Det(C) = Det(A) + Det(B). Ou seja

a11 a12 A1n ailr Qaiz - Qip aix a2 - Qip

(air +bi) (aig+bi2) - (aim+bin) |=| @ o -+ QGn |+ bin bz - bin

Gn1 Ap2 T Apn Qp1 Ap2 - App Qp1 Qpz - Qpn
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Demonstracao. Aplicando a definicao formal de determinante obtém-se

Det(C) = Y (=1)eiy, ey cojy = Y (=1)7an; - (@, + big,) -+~

P p

= Y (=D (@), - aiji - ang,) + (agg, by, - agg,)
p

= > (=D%ay;, - ai o ang, + Y (D) ay, by, an,
P p

= Det(A) + Det(B).
[

Observacgao 3.10. A propriedade acima nao deve ser confundida com aditividade da fungao
determinante. Note que apenas uma linha é decomposta como a soma de duas outras linhas.
Por exemplo, dado que (3, 4) = (1, —1) + (2, 5) tem-se

9 1 2 1 2 12 n 1 2
134 | (1+2) (=145 | |1 -1 2 5
3 1
Porém,
1 2 1 2 1 2 1 2 2 4
S A B P el B P R PR

Proposicao 3.11. O determinante nao se altera se adicionarmos a wma linha wm mailtiplo
de outra linha.

Demonstragao. Suponha que a linha j de A foi modificada pela adi¢ao do multiplo escalar
¢ da linha i, i # j, obtendo-se a matriz modificada A. Entao,

a() ai() ai() ai()

] Qi) ai() ai() &i()
Det(A) = : =| @ |+ : = Det(A)+c-| : | = Det(A).

aj() ¢ ai aj) € Qi) Qi()

Qn() Qn() an() Qn()

0

Aqui a primeira igualdade decorre da Proposicao 3.9; a segunda, da Proposicao 3.6; e a
terceira, da Proposigao 3.8. [l
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Esta propriedade estende-se naturalmente para combinacoes lineares envolvendo um
ntimero maior de linhas (colunas).

Proposicao 3.12. Se B ¢é uma matriz quadrada da mesma ordem de A entdo det(AB) =
det(A)det(B).

Demonstracao. Pela generalizacao da propriedade anterior

0 AB| | A+A(-I) 0+AB| | A
A e N

0
-1 B -1 B —1 B'

Aqui a ultima igualdade decorre da propria definicao formal pois nas permutacoes que in-
cluem elementos de —I sempre ha elementos do bloco complementar nulo 0.

Proposicao 3.13. O determinante de wuma matriz triangular € o produto dos elementos da
diagonal principal.

Demonstracao. No somatério da definicao formal apenas uma permutacao podera conter
elementos diferentes de zero: (12 --- n).

Proposicao 3.14. A- adj(A) = det(A) - 1.
Demonstracao. Note que o elemento no posicao ¢ da matriz produto coincide com
CL“A“ + a/Z'QAiQ + -+ (ImAm = Det(A),

do desenvolvimento de Laplace via a i-ésima lina de A. Fixemos agora a posicao ij, com
1 # j, na matriz produto:

11 Qa2 -+ Aip

Qi1 Qg2 0 Qip
aitAj1 + aipljo + -+ aipljn = | o1 =0,

(07 R 275 R ¢ 77}

Ap1 Ap2 - Ann

em que a igualdade acima decorre do desenvolvimento de Laplace pela linha j e o determi-
nante é zero causa da linha j coincidir com a linha . [l
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3.2 Posto via determinante.

As operacoes elementares sobre uma matriz quadrada podem alterar o sinal do determinante,
no caso uma permutacao de duas linas, ou multiplicar a determinante por uma constante
nao nula, caso seja usada dita constante para multiplicar uma linha; com isto, o processo
de eliminacao poderia ser aproveitado para calcular o determinante da matriz desde que
mantida a “memoéria”do processo. Além disso, o determinante da matriz escalonada de A é
zero se, e somente se, o determinante de A for zero.

Teorema 3.15. Se A é uma matriz quadrada de nimeros reais, linha equivalente’ a B,
entao existe k # 0, k € R, tal que

Det(A) = k - Det(B).

Demonstracao. Temos apenas trés operacoes elementares possiveis: somar a uma linha
(um multiplo ndo nulo de) uma outra linha, o que nao altera o determinante; permutar duas
linhas; o que resulta na troca do sinal do determinante; e multiplicar uma linha por uma
constante nao nula, que resulta na multiplicagao do determinante por essa constante. Logo,
se B resulta de A apds p permutacoes de linhas, m multiplicagdes de linhas por constantes
nao nulas ky, ks, ..., k,,, € um certo nimero de adi¢oes de linhas a outras linhas obtém-se

Det(B) = (~10ky - ky -+ -y -Det(A) = k - Det(A).

k0

]

Corolario 3.16. Se a matriz quadrada A, de nimeros reais, possui B como matriz linha-
reduzida a forma escada entdo existe ¢ # 0 tal que Det(A) = c¢- Det(B).

Demonstracao. Sendo B linha-reduzida a forma escada, de A, B é linha-equivalente a A e,
pelo Teorema 3.15, existe k # 0 tal que Det(B) = k - Det(A); assim, basta escolher ¢ = 1/k
para obter o resultado desejado. O]

Corolario 3.17. Se a matriz quadrada A, de nimeros reais e ordem n, possui B = [b;j|nxn
como matriz linha-reduzida a forma escada entdo existe ¢ # 0 tal que

D@t(A) =cC- Hznzlbn

Demonstracao. Aplique o Corolario anterior para obter uma constante ¢ # 0 tal que
Det(A) = cDet(B) e observe entdo que o determinante de B é o produto dos elementos da
diagonal principal posto que sendo reduzida a forma escada é uma matriz triangular superior
(vide a Proposicao 3.13). O

Lembre que A e B sdao matrizes linha-equivalentes se B resulta de A (ou equivalentemente, se A resulta
de B) a partir de finitas operagoes elementares.
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Coroldrio 3.18. A matriz A, x, possui posto mdzimo, n, se e somente se Det(A) # 0.

Demonstracao. Seja B, «, a matriz escalonada, linha-equivalente, obtida de A pelo pro-
cesso de Eliminagao Gaussiana. Entao, o posto de A é o nimero de linhas nao nulas de B
e, pelo Corolario 3.17, existe ¢ # 0 tal que

Det(A) =C- H?:lbll

Logo, Det(A) # 0 se e somente se b; # 0, i = 1,...n; ou seja, se e somente se todas as
linhas de B sao nao nulas o que, por sua vez, significa que o posto de A é exatamente n. [J

Definicao 3.19. As matrizes quadradas com determinante diferente de zero sao ditas nao-
singulares enquanto que as que possuem determinante igual a zero sao chamadas matrizes
singulares.

Este resultado relacionando posto com determinante pode ser generalizado para matrizes
de qualquer ordem da seguinte forma.

Teorema 3.20. O posto da matriz A, x, € a maior ordem dentre as submatrizes de A com
determinante nao nulo.

Exemplo 3.21. Classifique o sistema de equagoes lineares a seguir, sem resolvé-lo

r+2y+3z=1
—2r4+y+2=0
6r — 3y — 3z = —1.

12 3
Solugao. Neste caso, a matriz de coeficientes A= | =2 1 1 nao ¢é de posto maximo,
6 -3 -3
3, pois seu determinante é zero (note que a linha 3 é miltiplo da linha 2). Por outro lado, A
. . 1 . .
possui ao menos a submatriz quadrada de ordem 2, | 9 1 } , com determinante nao nulo.

Assim, o posto de A é igual a dois. Obviamente, o posto de [A|b] é igual ou maior do que
dois. No caso,

1 2 3 1 2 3 1
A= -2 1 1 0] e | 1 1 0 |=-2-3+0+3-0+3=1+#0.
6 —3 —3 —1 -3 -3 -1

Ou seja, admite ao menos uma submatriz quadrada nao singular de ordem trés. Conse-
quentemente, o posto da matriz ampliada é trés, diferente do posto de A, e o sistema é
impossivel.
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Exemplo 3.22. Classifique o sistema de equagoes lineares a seguir, sem resolvé-lo

20 —3y+7z=1
rT+32=95
2y — 2z = 0.

Solugao. A matriz de coeficientes possui determinante

2 =3 7
1 0 3 |=14-12-3=—-1#0.
0 2 -1

Entao, A é de posto maximo, trés, e, consequentemente, o posto de [A|b] também é igual a
trés. Logo, o sistema é possivel. Por outro lado, a nulidade de A é igual a n — posto(A) =
3 —3 =0 e, assim, o sistema ¢é determinado.

3.3 Matriz inversa

Diz-se que uma matriz quadrada A é inversivel quando existe uma matriz B quadrada, da
mesma ordem, tal que AB = I = BA. No caso afirmativo, B é chamada matriz inversa de
A e denotada A7

Obviamente, a matriz identidade ¢é inversivel e coincide com a sua inversa: [ -1 = I. Por
outro lado, a matriz nula nao é inversivel: 0- B=0+# 1,V B.

Proposicao 3.23. Seja A uma matriz quadrada de niimeros reais. Entdao, A € inversivel se
e somente se det(A) # 0. No caso afirmativo,

1

Ail = =
Det(A)

adj(A) e Det(A™)

det(A)
Demonstragao. Suponha, inicialmente, que A é inversivel com inversa A~!. Entao,
AAT ' =1 = Det(A)Det(A™") = Det(AA™) = Det(l) =1 =

Det(A) #0 e Det(A™) = #(A)'

Suponha agora que Det(A) # 0 e aplique a Proposi¢ao 3.14 para obter

A- Adj(A) = det(A)- [ = A- (ﬁmgjm)) = I

e, analogamente,

<#@4>Adjm)> A=
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Ou seja, A é inversivel e a inversa de A é a matriz, unicamente determinada,

! .
Al = Det(A)Adj(A).

Proposicao 3.24. Se A, «, € B,xn Sao inversiveis entao AB € inversivel e

(AB)™ = B71A~",

Demonstracao. Note que Det(AB) = Det(A)Det(B); assim, se A e B s@o inversiveis entao
seus determinantes nao nulos implicam Det(AB) também diferente de zero e, consequente-

mente, AB é inversivel. Quanto a sua inversa, as igualdades

(AB)(B'A™ ) = A(BB YA ' = ATA™ = AA™ =]

(B'A™Y(AB) = BN A" A)B=B'IB=B'B=1
comprovam que B~1A~! ¢ a inversa de AB.
Proposigao 3.25. Se A € inversivel entio AT € inversivel e (AT)™! = (A71)T.

Demonstragao. De fato, Det(AT) = Det(A) # 0 e

ATAY =(AT A =1"=1 A (AHYAT =AY =1"=1.

6

Exemplo 3.26. Determine se A = [ 1 4

caso afirmativo.
Solugao. Calculando o determinante de A obtemos
‘ 6 2

1
g — = _1:— ]
g | =H-2=240 = 347 = JAdj(4).

Basta entao calcular a matriz adjunta de Agys:
Ay = (=1)"M[az]| = az, A = (—1)"|[as]| = —ax,

Ag = (—1)2+1|[a12]| = —a12, Ay = (—1)2+2|[CL11]| = a11,

A=iag=] 2 g - (7 = | 2]

—Q12 a1l —Q21 d11

Ou seja, neste caso particular,

Adj(A)z[fH _62} ¢ Al:%[:lll _62]:{—121/2 _31}

]

1 ¢ inversivel ou nao, e calcule sua inversa no
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Observagao 3.27. O célculo da inversa de A também pode ser efetuado resolvendo a
equacgao matricial AX = I; ou seja, resolvendo n sistemas de equacoes lineares simultaneos,
um para cada coluna de X. A saber,

AZL’()l = 6{, AZL‘()Q = eg, e A:L‘On =€

em que e; = (1,0,...,0), eo = (0,1,...,0), ..., e, = (0,0,...,1). A hipdtese Det(A) #
0 garante que todos eles sao possiveis determinados e, como em todos eles a matriz de
coeficientes é a mesma, pode-se aplicar Eliminagao Gaussiana na matriz n-ampliada

[Al ey ey -+ e] =[A] ]]

para resolver simultaneamente todos os sistemas; processo este mais eficiente do ponto de
vista numérico do que o célculo via matriz adjunta. Voltando ao exemplo anterior, a matriz
2-ampliada correspondente é

(6 2 10]uws[ 1 1/3 ] 1/6 0 1 1/3 | 1/6 0
[A|H_{114|01]<_>{11 4 | 0 1] 7o 1/3 | -11/6 1
h=nn[1 0 | 2 —1lws[1 0| 2 —17 .., .
- {0 1/3 | —11/6 1] {01|—11/2 3]_[1“1}'

Confirmando que
1 2 -1
A7 = { —-11/2 3 |-

3.4 Regra da Cramer

Dedicaremos esta se¢ao a solucao de sistemas de equagoes lineares possiveis e determinados
que possuem exatamente o mesmo numero de equagoes e de variaveis; ainda que o método
de Eliminacao Gaussiana seja aplicavel de forma eficiente, a Regra de Cramer permite obter
diretamente o valor de uma variavel qualquer sem precisar efetuar o calculo de nenhuma
outra das incognitas o que pode ser 1util principalmente no caso de sistema muito grandes.

Teorema 3.28. Considere o sistema de equagoes lineares Ax = b em que A, x, e Det(A) #
0. Entao, o sistema € possivel e determinado e, se x representa o vetor solugao,

DGt(AJ) .
) —1,2,...
i Det(A)’ J T

em que A; € a matriz obtida de A substituindo a sua coluna j pelo termo independente b.
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Demonstracao. A hipdtese Det(A) # 0 garante que A possui posto maximo e também
[A]b], no caso n, e que a nulidade de A seja zero; ou seja, o sistema é possivel e determinado;

1
além disso, A é inversivel e A™! = Det(A) Adj(A). Logo, se z é o vetor solugao,
1
Ax = ATAr = A1 = A= ——Adj(A)b.
r=b<s x bex b Det(A) dj(A)b
Ou seja,
Ay Ay oo Ay by bi Ay + baAgy + - -+ b, A
. 1 Ay Agy oo Ao bo B 1 biArg + baAgy + -+ - + b, Ao
" Det(A) | : : t | Det(A) :
Aln A2n e Ann bn blAln + b2A2n + -+ bnAnn

Basta agora observar que o desenvolvimento de Laplace para o célculo do determinante de
A;, pela coluna j, coincide com

DA+ byDNgy + -+ DAy, G=1,2,..., n.

Exercicio. Resolva o sistema do Exemplo 3.22 pela Regra de Cramer.

Solugao. Lembre que matriz de coeficientes possui determinante

2 =3 7 1
1 0 3 |=-1#£0 e 5)
0 2 -1 0
Logo,
1 -3 7 49
Ai=15 0 3 = Det(Al) =49 — r=— = —49;
—1
0 2 -1
21 7 9
A2 = 1 5 3 — DGt(AQ) =-9 —= xr= —1 =9
00 —1 B
(&
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3.5 Volume via determinante

Uma das aplicacoes do determinante se da no calculo de area de paralelogramos e no célculo
de volume de paralelepipedos. Por exemplo, um retangulo de lados a e b, em R?, é um
paralelogramo retangulo gerado pelos vetores v; = (a,0) e vo = (0,b); colocando estes
01

" cujo determinante é
2

vetores na sua ordem por linhas obtém-se uma matriz A =

a 0
0 b‘—ab,

ou seja, o determinante de A coincide com a area do retangulo em questdao. Obviamente,
os vetores permutados vy, v; geram o mesmo retangulo; porém o determinante da matriz
correspondente é —ab; ou seja, o valor da area com sinal trocado; desse modo, é o valor
absoluto do Det(A) que coincide com a drea do paralelogramo em questao.

Definigao 3.29 (Matriz de Gram). Dados os vetores vy, vy, ..., v,, em R" a matriz de
Gram associada é a matriz quadrada G = G(v1,...,0,) = [gijlnxn €m que g;; = (v;,v;),
Vi,j € {1,2,...,n}.

Por exemplo, para dois e trés vetores respectivamente tem-se

(v, v1)  (v1,02) (v1,v3)

G(Ul,l)2> = <Ul7v1> <U1,U2> (& G(Ul,vg,l}g) = <’l)2,’l}1> <U2,U2> <'U1,U3>

(v2,v1)  (v2,v2)
Proposicao 3.30. A matriz de Gram € simétrica.
Demonstracao. Note que g;; = (vj,v;) = (v;,v;) = ¢i5, Vi, J, pois o produto interno (real)
é simétrico. O
Proposicao 3.31. Se A € a matriz quadrada de ordem n que tem nas suas linhas os vetores
vy, Ug,..., U, € R", respeitando a ordem, entao a matriz de Gram associada, G, verifica

G=A-A"

Demonstracao. De fato, o elemento na posicao ij da matriz produto A- AT é, por definicao,
o produto interno da linha i da A (no caso o vetor v;) com a coluna j de AT (no caso o vetor
’Uj). O]

Corolario 3.32. Se A € a matriz quadrada de ordem n que tem nas suas linhas os vetores
v1, Ug,..., U, € R", respeitando a ordem, entao a matriz de Gram associada, G, verifica

Det(G) = [Det(A)]?.
Em particular,

Det(G) > 0; Det(G) =0« Det(A) =0; e +/Det(G) = |Det(A)|.
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Demonstracao. Sabe-se, da Proposicao 3.31, que G = AAT. Entao,
Det(G) = Det(AAT) = Det(A)Det(AT) = Det(A)Det(A) = Det*(A) > 0.
O

Corolario 3.33. Seja G a matriz de Gram associada aos vetores vy, vo € R2.  Entao,
Det(G) = 0 se, e somente se, v1 e vy sdo co-lineares.

Demonstracao. Note que v, = av; se, e somente se,

0=av; + (—1)ve = [y vg]{ al } &
= -
A

o sistema ATz = 0 admite solugao nao nula; ou seja, Det(AT) = 0. Lembrando que Det(A) =
Det(AT) e que Det(G) = 0 se, e somente se, Det(A) = 0 conclui-se que vy e vy $d0 co-lineares
se, e somente se, Det(G) = 0. O

Corolério 3.34. Seja G a matriz de Gram associada aos vetores vy, v, v3 € R®. Entao,
Det(G) = 0 se, e somente se, vy, vg € V3 SGo co-planares.

Demonstracao. Suponha que os vetores sejam co-planares de modo que um deles, digamos
vs3, esteja no plano gerado pelos outros dois vetores: v = awvy, + [Svs, para certas escolhas de
a e 8 em R. Entao,

o
0=oav; + Pvg+ (—Lvg =[vy vavg] | B
" —1

AT

Siga entdo o mesmo raciocinio da demonstracao anterior para concluir que Det(A) = 0 e,
assim, Det(G) = 0. O

Teorema 3.35. Sejam v; e vy, vetores ndo co-lineares em R? e G, a matriz de Gram
associada. Entdo, \/Det(G) € igual a drea do paralelogramo de lados vy e vs.

Demonstragao. Seja 6 o angulo entre os vetores v e vy. Entao, (vi,ve) = ||v1]] - ||v2||cos(0)
a — (vi,v1)  (v1,v2) _ [Jor[]? [oa]] - [[v2]]cos ()
(v2,01) (v, 02) [va]] - l[va]|cos(6) [[oa]

Logo,

Det(G) = [[oa][*[[va|[* = (v |- [[v2lcos(0))* = [Jv1|P[|va] *(1 = cos*(8)) = [[r|[*[ v [*sen® (6).
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\ A= v \

Figura 3.1: Area do paralelogramo.

Assim,

Det(G) = [[or]] - [[oa|| - [sen(0)] = [[vs]] | ||val|sen(8)
h

é exatamente a drea do retangulo da base ||v1|| e altura h = ||vy||sen (@), que coincide com a

area do paralelogramo de lados v; e vy (consulte a Figura 3.1).
O

Teorema 3.36. Sejam vy, vo e vs, vetores nao co-planares em R® e G, a matriz de Gram
associada. Entdo, \/Det(G) € igual ao volume do paralelepipedo P gerado pelos vetores vy,
Vg € V3, P = {tlvl +t2U2 +t37}3; 0 S ti S 1, 1= 1,2,3}

Demonstragao. E um bom desafio.

Observagao 3.37. Paran > 4 ainda pode-se falar de \/Det(G) como volume n-dimensional
do paralelepipedo

P:{t1U1+t2U2++tnvn, Ogtlgl, Z:LQ,,TL}

Basta aceitar que para um bloco n-dimensional B = x', [a;, b;], formado pelo produto carte-
siano dos intervalos [a;, b;], 7 = 1,...,n, o volume n-dimensional é o produto do comprimento
dos seus lados: T, (b; — a;)

Exemplo 3.38. Determine a area do paralelogramo gerado pelos vetores (1,2) e (3,4).
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Solucgao. Seja A a matriz que possui ditos vetores por linha. Entao

Det(A):‘ L Z‘:4—6:—2.

Logo,

VDet(G) = |Det(A)| = | — 2| = 2.
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3.6 Exercicios: Determinante e suas aplicacgoes.

3.6.1 Propriedades basicas do determinante

Q 3.1. Dadas as matrizes
1 2 3 —1
A‘{lo}’ c B_{o 1}'

a) det(A)+ det(B) b) det(A+ B).

Calcule

Q 3.2. Sejam A e B matrizes quadradas de ordem n. Verifique se sao verdadeiras ou falsas
as seguintes afirmagoes:

(e) det(A;;) < det(A).
(f) Se Asyxs = [a;;] entdo

a11Aq11 + a12A1 + a13013 = a1 a1 + ag2Aog + a3 Aos.

Q 3.3. a) Prove que o determinante de uma matriz triangular superior (inferior) ¢é igual
ao produto dos elementos de sua diagonal.

b) O que pode ser dito sobe o nimero de solugoes dos sistemas baixo?

(
3xs +x +21=0
By + 219 — 35 + 924 = 0 o '
3 19 1 0 —$3+ZE2—I1:5
—o L3 — L4 =
(i) SR (i) < — 925 — 25+ 927 =0
—2$3+$4:O
—3$2+$1:0
1‘4:1.
m1:0.

\

Definicao 3.39. Se € representa uma operacao elementar e €(A), a matriz obtida de A pela
aplicagao de dita operagao, define-se €(1) como sendo a matriz elementar associada. Ou seja,
€(I) é a matriz obtida da identidade aplicando-se a operagao elementar e.
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3 4 01

e(A):[f ;‘} e 6(1):[(1] H

Q 3.4. Prove que dada A,,x, se € é uma operagao elementar entdo ¢(A) = ¢(I) - A.

Por exemplo, se A = [ L2 ], I = [ Lo } e ¢ = permutar linha um com linha dois

entao

Q 3.5. Prove que dada A, «, se € é uma operacao elementar entao
Det (e(A)) = Det (e(I)) Det (A).

Conclua que Det(A) # 0 se e somente se Det (¢(A)) # 0.

Q 3.6. Calcule o determinante de

L2 28 0 0
a) 9 1 3 b)
9 3 4 3 25 1
519 2
Q 3.7. Sejam X = [Ziilrwr € Y = |Yiil(n-r)x(n—r) matrizes reais, n,r € N, n > r. Mostre
J Jl(n=r)x(n—r)
que:
[ X 0] I. 0 X 0
(1) Se A= entdo A =
| 0 Y | 0 Y 0 I,
- x -
(2) Se A= entao det(A) = det(X)det(Y).
3 2 23
: . 1 -4 21
Q 3.8. Achar o determinante da matriz A = A 5 921
-1 —4 2 7

1. desenvolvendo por uma linha ou coluna;

2. usando transformagoes elementares das linhas para reduzir a matriz a forma escalonada
e os exercicios 3.3-3.5.

Q 3.9. Considere a matriz d,, a seguir (chamada Matriz de Vandermonde): fixados x1, zo, ..., z, €
R _ -
1 1 ... 1
T Ty T
d, = | 21 23 Ty
qul—l l,g.—l xz—l
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1. Prove que
det(d,) = (I}5 (2, — 2;)) det(dy_1).

2. Conclua que

det(d ) H?>j( ij).

3.6.2 A matriz inversa

Q 3.10. Dada a matriz A determine A, Adj(A), det(A) e A~! (caso exista):

gjg_oz 10 = 2 1 =3

a) b) 1 1 22 c) 02 1
2 3 10 2 2 a? 51 3
0 7 1 1

Q 3.11. Efetue o processo de eliminacio Gaussiana simultaneo para o célculo de A™! na
questao anterior 3.10.

Q 3.12. As matrizes A e B sao ditas semelhantes se existe uma matriz P inversivel tal que
B = P7'AP. Mostre que se A e B sao semelhantes entao det(A) = det(B).

Q 3.13. Suponha que A é uma matriz diagonal com det(A) # 0. Prove que se a1, ay, ..., a,
sao os elementos da diagonal principal de A entao A~! é diagonal e seus elementos na diagonal
principal sao 1/ay,1/as, ..., 1/a, respectivamente.

Q 3.14. Seja A = [aij]nxn uma matriz quadrada qualquer. Lembrando que o traco de A é
definido por Tr(A) = >, a;;, responda:

1 Tr([g —;D:?
2. Tr(A ) = Tr(BA) ?
Tr(AT) = Tr(A) ?
(A) = (Tr(A7h)~"?
(AB) = Tr(A)Tr(B) ?

Tr

5 Tr

3.6.3 Regra de Cramer
Q 3.15. Resolva aplicando a Regra de Cramer, se possivel, os sistemas nas Questoes 2.10 e
2.14 da secao sobre sistemas lineares.

Q 3.16. Identifique as hipdteses necessarias, em funcao dos parametros, para aplicar a Regra
de Cramer nos modelos de Renda Nacional da segao 2.7.3.

Q 3.17. Aplique a Regra de Cramer, se possivel, nas questoes de Equilibrio de Mercado da
secao 2.7.4.
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3.6.4 Posto via Determinante

Q 3.18. Determine o posto das matrizes da questao 3.10

Q 3.19. Classifique os seguintes sistemas (sem efetuar eliminagao)
20 —y+3z=11

dr —3y+22=0

r+y+z2=06
r+y+z=4;

5 r+y+z=4
|22+ 5y —22=3;

51’1 +21’2 — 31’3 +9I4 =0

1 —
3. —31’2 + 91’3 — 35(74 =0
—21'3 + Ty = 0

1‘4:1.

3.6.5 Volume via Determinante

Q 3.20. Ache a area do paralelogramo (paralelepipedo) cujos vértices sao:
1. (0,0), (1,3), (—=2,1) e (—1,4).
2. (=1,3), (1,5), (3,2) e (5,4).
3. (0,0,0), (1,-2,2), (3,4,2) e (4,2,4).

Q 3.21. Ache o volume do paralelepipedo cujas arestas adjacentes sao os vetores (1,1,2),
(3,—1,0) e (5,2,—1).

Q 3.22. Prove que se k € R entao o paralelogramo de arestas u e v tem a mesma area que
o paralelogramo de arestas u e v + ku.

Q 3.23. Prove que se vy, vy, v3 sao vetores mutuamente ortogonais entao o volume do para-
lelepipedo por eles gerado é igual ao produto dos seus comprimentos.

3.6.6 Questoes da ANPEC

Resolva as seguintes questoes/ano da ANPEC: 8 e 14/1994; 13/95; Q5-(1,2)/2001; 6-(2)(3)(4)/2002;
13-(3)(4)/2003; 3-(0-1) e (4)/2004; 1-(3)/2005; 2-(1)/2007; 3/2007; 9 e 11-(4)/2010; 5-
(0,1)/2011; 4-(1,2)/2012; 4/2015; 15-(2)/2015; 8/2016; 2/2017; 6-(3,4)/2018; 6-(0,2)/2019.
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3.7 Gabarito: Determinante e suas aplicacoes.

13 < e[

Q 3.1. Fixadas

tem-se
1 2 3 —1
|A|—’1 0‘—1(0>—2<1)——2, |B|—‘0 1'—30)—(—1)0—3
e
o 1+3 2-1| (41 a1
T R R e
Entao

det(A) +det(B) = -2+ 3 =1%# 3 =det(A+ B).
Q32.a)V,0)V,c) F,d)V,e) F, f)V.

Q 3.3. a) Aplique desenvolvimento de Laplace fixada a primeira coluna (resp. linha)
repetidas vezes.

b) Denotando por A e B as matrizes de coeficientes dos sistemas em (i) e (i7) respectiva-
mente (para as varidveis na sua ordem natural x, s, 23, ...) temos

s 9 3 g 1 0 013

0 3 g _1 -1 1 -100

A= 51 e B=| 9 -1 =3 00
0 0 -2 1

0 o0 o0 1 1 -3 000

1 0 000

No item (i), Det(A) = 5(—3)(—2)(1) # 0 garantindo existéncia e unicidade da solugao.
Para o item (ii) obtemos Det(B) = 0, entao se compativel seria indeterminado. Porém,
da tltima equacao temos x; = 0, da peniltima x5 = 0 decorrendo, da antepentltima,
r3 = 0 e substituindo na segunda equacao obtemos a contradicao 0 = 5. Assim, o
sistema (i) ndo possui nenhuma solugao.

Teo

Q 3.4. Se multiplicarmos a linha i, e;, de I por ¢ € R entao el = [e;---ce;- e,
elemento na posigao ij da matriz produto ¢(I)A é igual a

<cei,ag]~) = cajj ji=12,...,n

enquanto o resto das entradas ficam inalteradas (ey, ag j> = ayj, Yk # i. Suponha agora que
a linha j de I seja modificada pela adi¢ao do multiplo ¢ da linha i, de modo que a matriz (1)
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correspondente tenha sua linha j igual a é; = e; + ce;. Entao, no produto €(/)A, qualquer
outra linha que nao a j fica intacta ({e;, agk) = a;x, Vi # j) e na linha j,

aj = (ej—i—cei,agk) = aj, + ca, k=1,2,...,n.

Por ltimo, na permutagao da linha i com a j de I, a matriz €(/) possui na linha i, vetor
e;; e na linha j, o vetor e;; desse modo, ao multiplicar €(/)A os elementos da linha ¢ sdo da
forma

<€j>a6k>:ajk7 k=1,2....n
e os elementos da linha 7,
<€iaa6k‘>:aika k=12,....n

ou seja, a linha i e j de A foram permutadas.
Q 3.5. Da Questao 3.5 tem-se

Det (e(A)) = Det(e(I) - A)) = Det (e(I)) Det (A) .

—_——
+c#0
Logo, Det(A) = 0 se e somente se Det (¢(A)) = 0.
1 25
Q36.|9 1 3|=44+12+135-10—-9-72=60. E
2 3 4
1 500 1 5 0 0
2800 _ |2 8 0 0|_4 ; 2 8
3251 |3 2 5 1| 5
51 9 2 -1 -3 -1 0

= Sl=DED

15
) 8':8—10:—2.

Q 3.7. O item (1) decorre da defini¢do de produto de matrizes. Pro item (2) aplique o
resultado em (1), a propriedade que estabelece que o determinante do produto de matrizes
¢é o produto dos determinantes e a decomposicao de Laplace para mostrar que

I, 0O X 0
=Det(Y) e = Det(X).
0 Y 0 I

Q 3.8. —72
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Q 3.9. Para obter a férmula recursiva do determinante da matriz de Vandermonde aplique
operacoes de eliminagao na ultima coluna e da tltima linha para cima para obter, fixados
T1,To, ..., Ty € R,

o 1 1 1
x T T T T2 Tn
> 5 5 a? a3 Ty
det(d,) = xry Ty Ty | = . ) _
: -2 n‘—2 n—2
n—1 n—1 n—1 mrll Lo T
! 2 Tn 22z — xn) 2 A (wy — x) 0
1 1 1
T1 — ITp To — Ty .
- ... — | z(z —zp) To(va —2n) 0 0| =1.A, +0Ay, +--
o7y — )y (0 — ) 0
T — Ty Ty — Tp e (T — )
_ ri(x1—xn)  TaT2—xn) o T (o1 — Tn)
7'”1172(551 Tn) x272(x2 — Tn) Ty 1 (Tp1 — Tp)
1 1 1
T T2 o Tp—1
= (=) (2 —2) (22 — ) - (Tpy — ) R R
(1) T (o) U
o G S

= (=) (2, — x)det(dp_y) = TN, — x;)det(d,—1).
Aplique entao a férmula recursiva para concluir que
det(d,) = 17—} (z, — ;) H?’:—f(xn_l — xj)det(dn_g)l = Hf;j(xi — ;).

e

det(dnfl)
Q 3.10.
:; ;11 1‘2* :2 1 =2 1/
a) A7l = by A= -1 —1+2/x 1-1/z |, z#0.
11 14 —43 22 0 2 e
10 14 —41 21 t g
Q 3.11. Dada
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temos Det(A) = 12454+0—(—30)—2—0 = 45 # 0. Logo, existe A~! e Det(A)A™ = adj(A).
Para calcular a inversa de A apliquemos o processo de eliminacao simultaneamente na matriz
tres-ampliada

21 -3 |10 0] 1 1/2 -3/2 | 1/2 0 0
02 1]010| « |0 1 1/2] 01/20 =
51 3]00 1] |5 1 31 0 01
1 1/2 =3/2 | 1/2 0 0] 1 0 —-7/4 | 1/2 —1/4 0
0 1 1/2 | 0 1/2 0| « [0 1 1/2 | 0 1/2 0 &
0 —3/2 21/2 | =5/2 0 1 | | 0 0 45/4 | —=5/2 3/4 1
10 —7/4 | 1/2 —1/4 0 ] 100 | 1/9 —-2/15 7/45
01 1/2 | 0 1/2 0| «< |0 10| 1/9 7/15 —2/45
0 0 1| —=2/9 1/15 4/45 | |00 1 | —2/9 1/15 4/45
Entao
1/9 —2/15  7/45 ] 5 —6 T 5 =6 7
ATl = 1/9 7/15 —2/45 - 5 21 —2 e adj(A) = 5 21 —2
—2/9 1/15  4/45 -10 3 4 -10 3 4

Q 3.12. Seja P uma matriz nao singular tal que B = P~!AP. Entao

Det(B) = Det (PflAP) = Det (Pil) Det(A)Det(P)

1
= Det(P) Det(A)Det(P) = Det(A).

Q 3.13. A hipétese det(A) # 0 garante que A é inversivel. Se ainda A é uma matriz diagonal
e ap,as, . ..,a, sao os elementos da diagonal principal de A entao 0 # Det(A) = ajas - - - ay,
implica a; # 0, Vi. Mais ainda, se B é diagonal e seus elementos na diagonal principal sao
1/ay,1/aq, ..., 1/a, respectivamente entao, AB = I = BA; ou seja, A™' = B.

Q 3.14. 1.) 7, 2.) sim, 3.) sim, 4.) nao, 5.) nao.

Q 3.15. Aplicando a Regra de Cramer nos sistemas da Questao 2.10 obtém-se

1 1 1 01 1 1 0 1 1 10
a) |12 2 -1 =33,|5 2 -1 =312 5 -1 | =42e |12 2 5| = —45;
3 4 1 4 4 1 3 4 1 3 4 4

assim, © = 3/33 = 1/11, y = 42/33 = 14/11 e z = —45/33 = —15/11.

3 3 4 3 3 4 -
S IR P R PO IR e

x =det(Ay)/Det(A) = —=34/(—6) = 17/3 e y = det(Ay) /det(A) = 26/(—6) = —13/3;
¢) (2,1,3).
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No caso do sistemas na Questao 2.14, a matriz de coeficiente possui determinante igual a
zero e, assim, nao se aplica a Regra de Cramer.

Q 3.16. b+ g <1lea+ Iy > bly, na variante com gasto enddgeno.

Q 3.17. P, = 34/11, P, = 38/11 e P; = 85/11 na primeira e P; = 267/31 ~ 8,6 u.m. na
segunda questao sobre Equilibrio de Mercado da segao 2.7.4.

Q 3.18. 4, 3 para x # 0 e 2 quando = = 0; 3.

Q 3.19. 1. Possivel e determinado. De fato, posto(A) = 3 = posto(A|b) e nulidade(A) =

0:
2 -1 3 11 304 17
3 4 17
ap =2 22 Y Spaapy =| T2 B e 5 a8 |
1 1 1 6 111 6 5 0 9
31 1 4 2.0 0 —2
logo,
34 20
Det(Alb) = —| 7 5 25 | =—2(—1)*" 1200,
50 0 5 25

concluindo que o posto de (A|b) é menor do que 4. Por outro lado, A e também (A|b)
possuem a submatriz quadrada de ordem tres

4 =3 2 4 =3 2
1 1 1 com 1 1 1]=-10#0.
3 1 1 3 1 1

Assim, posto(A) > 3 e posto(A|b) > 3. Obviamente, A nao pode ter posto acima de 3
pois possui apenas trés colunas.

11 1 4 11
2 5 -2 3 2 5
logo, posto(A) = 2 = posto(A|b) e nulidade(A) = 3 —2 = 1. Consequentemente, o
sistema é possivel e indeterminado.

2. (Alb) = . Note que a submatriz de ordem 2, é nao singular;

5 2 =3 9 0
3. (A= | 0 20 T 0 S Der(4) = 5(-8)(~2)(1) # 0: ou seja, o posto de
00 0 1 1

A é méximo (4), e também o de [A]b], de modo que o sistema é possivel e determinado
(nulidade zero).
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1 3

Q3.20. L H P

e
2. Trata-se do paralelogramo gerado pelos vetores v; = (3,2) — (—1,3) = (4,—1) e vg =
(1,5) — (—1,3) = (2,2): 10 u?

3. Note que (4,2,4) — (3,4,2) = (1,-2,2) e (4,2,4) — (1,-2,2) = (3,4,2); ou seja, o
paralelogramo em questao é gerado pelos vetores v; = (1,—2,2) e vy = (3,4,2) dentro
do plano m = {tv; + sve; t, s € R, que possui vetor normal N = vy X vy:

1 k
N=|1 =2 2|=—12i+4j+ 10k = (—12,4,10) = 2(—6,2, 5).
3 2

Note que || N|| = 2¢/36 + 4 + 25 = 2v/65. Defina entdo vs = N/||N|| = (1/v65)(—6,2,5),
de modo que vz seja unitario e normal ao paralelogramo gerado por vy e vs; assim, o
paralelepipedo gerado por vy, vg e vz possui volume igual a drea de base (do paralelo-
gramo) vezes a altura (um):

724+ 8450] ,
—_— U .

V = [Det([vy vz v]")| = | = 12(~6/V/65) +4(2/V/65) +10(5/v/65)| = NG

Logo, a area do paralelogramo em questao ¢ igual a \%% = 24/65 u?.

Q 3.21. 26 u?.

Q 3.22. A operacao elementar que modifica uma linha pela adi¢cao de um multiplo de outra
linha nao altera o valor do determinante.

Q 3.23. Assuma que vy, 9, v3 Sa0 vetores mutuamente ortogonais. Entao, a matriz de Gram
associada é igual a

Jor|P 0 0
G = [(vi,v))|3x3 = 0 ol 0 =/ Det(G) = [|vi|] - |[va]] - [|vs]l;
0 0 lus|f?

ou seja, o volume do paralelepipedo por eles gerado é igual ao produto dos seus comprimentos.

ANPEC (1994 Q8). Seja a matriz A definida por:
A=1,— X (XTX)"XxT.
Marque os itens verdadeiros e os falsos.

F (0) A matriz A s6 ¢ definida se a matriz X possuir n colunas.
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vV (4)

Solugao. Uma condigao necesséria para a existéncia de A seria o numero de linhas (e
nao o de colunas) igual a n. De fato,

X — XE

mxn?

(XTX)pxm € (XTX) 1 caso exista?

mxXm

Nesse caso

[ X (X7 X))

me}nXm

— |X(xTX),, X

mX?’L:| °
nxm nxn

A matriz A é idempotente.

Solucgao.

AA = AT=X (XTX) T XT] = AL AX (XTX) 7 XT
= A= |- x (x"x) 7 X X (x7X) XY
1

— A-IX (XTX) T XT 4 X (XTX) T XTX (XTX) T XT

HN<

— A-X(XTX) T XT4+ X (XTX) ' XT=A

O trago da matriz A pode ser igual a n.
Solucao.
tra(4) = tra (L, = X (X"X) 7 X7) = tra(L,) ~ tra (X (X"x) 7 x7)

= n—tra (XTX (XTX)A) =n—tra(l,) =n—m <n.

A matriz A é nao-singular.
Solugao. Usaremos a seguinte propriedade que deixamos como exercicio

Exercicio. Se A é idempotente entao posto(A)=traco(A).
Entao, de (1) e (2), posto(Anxn) =n —m < n. Ou seja, o posto ndo é maximo.

AT = A,

2Uma condicdo suficiente para a existéncia da inversa de X7 X é o posto de X7 ser méximo.
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Solugao. Utilizando as propriedades (C' + D)T = CT 4+ DT (BT)T = Be (C™) =
(CT)~! obtemos
AT AT
AT = =X (X)X =[x () T T
= 17— [xT]" [(XTX)I]TXT —I-X [(XTX)T]I X7

1

- I-x|x7 (XT)T]_lXT_I—X [XTX] 7' XT = A

ANPEC (1994 Q14 ). Se A, B e C sao matrizes, indique como verdadeira ou falsa cada
uma das afirmacoes abaixo:
F (0) Para quaisquer A, B e C, todas quadradas de mesma ordem, tr(ABC') = tr(CBA).

Solugao. A propriedade que poderia ser descrita aplicando a questao 3.14, item (2),
é tr(ABC) = tr(BCA) = tr(CAB), que nao coincide com tr(CBA) em geral como

mostra o seguinte exemplo:
10 0 0 01
S R YR P

00
AB:[O]QXQ e BA= |: 1 O:|

Consequentemente,

ABC =0 e CBA=A = tr(ABC) =0+ 1=tr(CBA).

F (1) Se AB = 0, entao, necessariamente, ou A ou B é nula, ou ambas sdo nulas.

Solucgao. Vide as matrizes A e B do item acima.

V (2) Se A, B e C sdo quadradas de mesma ordem e nao singulares, entao (ABC)™! =
Cc-'B7tA-t

Solugao. Aplique duas vezes a propriedade para matrizes nao singulares da mesma
ordem X e V: (XY)™! = Y7'X~!. Primeiro com X = A e Y = BC para obter
(ABC)™!' = (BC)™'A™! e depois com X = B eY = C para obter (BC)™' = C~'B~%.

F (3) Para quaisquer A, B e C, quadradas e de mesma ordem, det(A + B + C) = det(A) +
det(B) + det(C).

Solucgao. Considere, por exemplo, C' =0, A=1 e B = —1I de ordem n = 2. Entao
det(A+B+C) = det(0) = 0 # 2 = 1+(—1)? = det(I)+det(—1I)+det(0) = det(A)+det(B)+det(C).
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F (4)

Se A é quadrada e nao singular, entdo, det(2A4) = 2[det(A)].

Solugao. Lembre que det(cA) = ¢"[det(A)] onde n é a ordem da matriz.

ANPEC (1995 Q13). Indique se as afirmativas abaixo sao verdadeiras ou falsas.

Vv (0)

Se A é uma matriz ortogonal, entao det(A) pode ser negativo.

Solugao. O determinante de uma matriz ortogonal pode ser —1 (ou 1): ATA =T
implica 1 = det?(A). Por exemplo,

A= [ (1) (1] ] = ortogonal e det(A) = —1.

Seja A uma matriz quadrada de ordem impar. Se A" = —A, entao, det(A) = 0.

Solugao. det(A) = det(AT) = det(—A) = (—1)"det(A) = —det(A) implica det(A) =
0.

Seja A uma matriz nao singular de ordem n. Se A = A~!, entdo, A é necessariamente
uma matriz identidade.

Solugao. Vide a matriz descrita como exemplo no item (0). Ela é ortogonal e simétrica,
logo coincide com sua inversa; porém, nao é a identidade.

Seja A uma matriz triangular nao singular, entao, se os elementos fora da diagonal
principal sdo todos negativos, det(A) é positivo.

Solucgao. Os elementos fora da diagonal principal nao influenciam o determinante de
uma matriz triangular, que é igual ao produto dos elementos da diagonal principal.

Dadas duas matrizes A e B, se suas inversas existem, entdo, det(A) # 0.

Solucgao. Obvio.

ANPEC (2001 Q5-(1,2)). Assinale V (verdadeiro) ou F (falso):

V(1)

F(2)

A regra de Cramer para resolucdo de um sistema de equagdes lineares s6 pode ser
aplicada se a matriz dos coeficientes do sistema for inversivel.

Para que um sistema homogéneo de equacoes lineares tenha infinitas solucoes basta
que o determinante da matriz dos coeficientes seja diferente de zero.

Solugao. Se o determinante da matriz dos coeficientes é diferente de zero entao o
sistema possui uma tnica solugao: a trivial.
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ANPEC (2002 Q6-(2,3,4)). Assinale V (verdadeiro) ou F (falso):

F (2)

Seja I uma matriz identidade n x n e X,,«, uma matriz com posto igual a k. Entao,
se A=1-X (XTX)f1 XT entao A é simétrica e det(AT A) > det(A).

Solugao. Note que A é idempotente e simétrica (vide a questao anterior (Q4-94)), i.e.
AT = Ae AA = A. Entao ATA = AA = A e det(ATA) = det(A).
Sejam A e B matrizes quadradas de mesma dimensdo. Se AB = BA entdo det[(A +
B)?] = det*(A) + 2det(A)det(B) + det*(B).
Solucgao. Observe que a afirmagao equivale a

[det(A + B)]” = [det(A) + det(B)]* < |det(A + B)| = |det(A) + det(B)|

o que nao vale em geral (vide gabarito na Questao 3.1 desta lista).

Sejam A e B matrizes triangulares inferiores n xn, cujos elementos da diagonal principal
sao dados por (ai1,...,an,) € (b11,...,bn,), respectivamente. Entao det(A + B) =

[Ti— (@i + bii).

Solugao. Observe que A + B também é triangular inferior e que os elementos da sua
diagonal principal sdo (a1 + b11, ..., Gny + bup). Aplique entdo o item (a) da questao
3.3 da lista.

ANPEC (2003 Q13-(3,4)). V ou F

V3)

No sistema de equacoes

31‘1 - 55(]2 —+ 21’3 —+ 4[E4 =0
6x1 — 102y — 423 — 624 = 0

é possivel definir as variaveis xy e x3 como funcoes das variaveis x; e xy.

Solucgao. Observe que a afirmacao equivale a dizer que o sistema a seguir é compativel
determinado para cada escolha fixada de z1 e xy4:

—5x9 4+ 2x3 = —3x1 —4xy
—10.2?2 — 41‘3 = —6.171 + 6.734

o que de fato se verifica pois a matriz de coeficientes tem determinante diferente de
Zero
‘ -5 2

10 —4 ' — (=5)(—4) — 2(—10) = 20 + 20 = 40 # 0.
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F (4) No sistema de equagoes

31‘1 — 51’2 + 21’3 + 41’4 =0
6x1 — 102y — 423 — 624 = 0

é possivel definir as variaveis x; e xo como funcoes das varidveis x3 e x4.
Solucgao. Procedendo de forma analoga estudamos o sistema

31’1 — 5I2 = —2£L‘3 — 4374
6.1‘1 — ].OI‘Q = 4$3 + 6.734,

que para cada escolha de x3 e x4 possui matriz ampliada

3 =5 | —2x3—4xy 3 =5 | —2x3—4xy
6 —10 | 4xs + 624 0 0 | 8xz+ ldxy

Assim, o posto da matriz de coeficientes é um (1); mas, o da matriz ampliada pode ser
dois (basta que 8z + 14x4 # 0) e o sistema torna-se incompativel.

ANPEC (2004 Q3-(0-2,4)). Assinale V (verdadeiro) ou F (falso) se

2 -1 -3 T . bl
A= 1 -1 1 s T = ) e b= bg
-3 2 2 T3 b3

F (0) Se b =0 entdo a tinica solucao do sistema linear Az = b é a solucao & = 0.
Solugao. Det(A) =0 (vide item (4)) implica que sistema homogéneo possui infinitas

solucoes.

V (1) O sistema Az = b tem solugao se e somente se by + by + by = 0.

Solucgao. Aplicando eliminacao Gaussiana sobre a matriz ampliada podemos calcular
seu posto. Observando que o posto de A é dois (item (4)) a afirmagao equivale a posto
[A|b] igual a dois se, e somente se, by + by + bg = 0:

2 1 -3 | b (1 —1 1| b
1 -1 1 || o | 21 3|6 «
32 2| by | 32 2 | b
1 -1 1 | by ] (1 -1 1 | by
0 =1 5 | by+3by (0 0 0 | bytbytbs

De fato, posto [A|b] igual a dois se, e somente se, a dltima linha da matriz acima é
nula. Ou seja, se e somente se by + by + b3 = 0.
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F (2) Se Az = b, entdo z = A~ 'b.
Solugao. Note que nao existe A~! pois A é singular (vide item (4)).
V (4) O posto da matriz A é 2.

Solugao. Note que Det(A) = —4+4+3—-6+9 — 4+ 2 = 0 implica posto menor que 3.
Por outro lado, a submatriz quadrada de ordem dois [ ? :1 } possui determinante

—24+ 1= —14# 0. Entao o posto é maior o igual a dois, i.e., dois.

ANPEC (2005 Q 1-(3)). Avalie a afirmativa sobre a matriz

o O O+
S O Ot N
S 00 O W
O O =~

1

F (3) Seja I, a matriz identidade de dimensao 4x4. Pode-se garantir que Det(A) = Det(I4) =
1.

Solugao. A é uma matriz triangular; logo, seu determinante é o produto dos elementos
da diagonal principal: 1(5)(8)(10) = 400 # 1.

ANPEC (2006 Q1-(3)). Avalie as afirmativas abaixo se A = [ [1) (1) }:

F (3) Seja I a matriz identidade de ordem 2. As matrizes A - I e A + I sdo inversiveis.

Solucao. Note que

A—I:[? H—H (1)}:{_11 _11]:>Det(A—I):1—1:0:>/H[A—I]1.

ANPEC (2007 Q2-(1)). Considere a matriz

1
A= 10
0

O NS
w o o

em que a, b, ¢ sao constantes. Julgue os itens abaixo:
F (0) O traco de A é tr(A) =a+ b+ c+6.

Solugao. tr(A)=1+2+3=6.
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V (1) O determinante de A é det(A) = 6.
Solugao. det(A) = 1(2)3 = 6.

ANPEC (2007 Q3). Seja (,), o produto escalar usual de R"™ e V. =V, A--- AV, €

R™*! o produto vetorial de vetores linearmente independentes Vi,...,V, € R"". Por de-
4%
- il o _
finigao (V, W) = det(Aw), em que Ay = . ¢ a matriz cujas linhas sao os vetores
Vi

W, Vi, ..., V,. Julgue os itens abaixo:
V (0) (V,V;) =0, para todo i € {1,...,n}.

Solugao. Observe que (V,V;) = det(Ay;) é o determinante de uma matriz que possui
duas linhas iguais: a primeira e a i-ésima. Consequentemente, igual a zero.

F (1) det(Ay) # [V

Solugao. De fato, det(Ay) = (V, V) = |V|? (aqui | -| representa a norma induzida pelo
produto interno).

V(2) V#O.
Solugao. No item anterior observamos que |V'|? = det(Ay) onde V é o produto vetorial
dos vetores L. I. V4,...,V,, € R*"™. Logo, VLV;, para todo i e assim o sistema
de vetores V,V4,...,V,, € R*"! também ¢ L.I. Entao Ay é de posto méximo e seu

determinante é diferente de zero.

V (3) det(AyAL) = |V|*det(g;;), em que g;; = (V;, V;).

Solucao.
V,vy (v,iviy - (V. Vo) wi o - 0
i,V Vi,Viy -+ (Vi, Vi, 0 Vi,Viy - Vi, V,
pet (aya7) — | VY B R0 GA) e ()
gin - Gin
= ||V||2<—1)1+1 e +0A12+---+0A1(n+1):||V||2d€t<9ij)-
gn1 *° Gnn

V (4) V| = +/det(gi5)-
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Solugao. Do item (3) obtemos
|V|[Pdet(g;;) = Det (AvA},) = Det(Ay)Det(Ay,) = Det(Ay)Det(Ay) = Det*(Ay)

e aplicando os itens (1) e (2)
1VI[*det(giy) = IVII" = det(gyy) = |[VI[* = /det(g;;) = |V

ANPEC (2010 Q9). Considere os sistemas lineares abaixo e julgue as afirmativas:

T 4+ oy 4+ kz = 2

(I)=1< 3z + 4y + 2z = k

2 + 3y — =z =1
a1 + aprs + - 4+ apr, = b
([]) _ agl'l’l + a99T9 + e -+ CL27?[L’n = bg
Am1T1 + QpaXa2 + -+ + AT, = bm

V (0) Se k # 3, entao o sistema (I) tem solugao tnica;

F (1) Se k =0, o sistema homogéneo associado a (I) tem infinitas solugoes;
F (2) Para k = 1, a matriz dos coeficientes de (I) é uma matriz ortogonal;
F (3) Se m > n, (II) tem sempre solugao;

V (4) Seby =by=---=b, =0, entdo o sistema (II) tem sempre solucao.

Solucao. Seja A a matriz de coeficientes do sistema (I) e observe que Det(A) = k —3 é
zero apenas quando k = 3. Consequentemente para qualquer k£ # 3 o sistema é compativel
determinado independentemente da escolha de b. Logo, (0) é verdadeiro e (1) é falso. Note
ainda que quando k = 1, det(A) =1 -3 = =2 ¢ {—1,1}. Consequentemente A nao é
ortogonal e (2) é falso. O item (3) é falso pois dita afirmacdo depende da igualdade dos
postos da matriz de coeficientes com a matriz ampliada. O item (4) é verdadeiro porque a
escolha z; = 0,Vi é sempre solucao trivial em sistemas de equagoes lineares homogeéneos.

cos(f)  sen(6)

ANPEC (2010 Q11-(4)). Seja C = —sen(f) cos(H)

. Julgue a afirmativa:

(4) C é invertivel ndo simétrica.
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Solucgao. Esta questao é passivel de anulacao. Nao fica claro si trata-se de: “C' nao
é simétrica qualquer que seja 0”7 (o que seria falso, tome # = 0) ou, a negacdo de “C'
é simétrica” (que é obviamente verdadeiro). Eu me inclino pela ultima interpretagao.
Sobre a questao de C' inversivel a resposta é sim pois

Det(C) = cos*(0) + sen®(0) = 1 # 0.

ANPEC (2011 Q5-(0,1)). Seja A = (a;;) uma matriz real n x n. Considere o sistema
Ax = b abaixo e julgue as afirmativas:

Vv (0)

a11r1 + Qe + -+ AQpkn, = b1
211 + a929T9 + - + Aoty — b2
Ap1T1 + Qoo + -+ AppT, = bn

Se o posto de A é menor do que n, entdao o sistema nao tem solucao ou possui um
numero infinito de solugoes.

Solugao. Caso o posto de A coincida com o posto de [A|b], a nulidade n — posto(A)
seria positiva.

Se o vetor v é combinagao linear das colunas de A, entao o sistema admite solugao.
Solugao. Suponha que ag, ..., a, sao escalares tais que
b= 0416_5(.)1 +---+ @n5(~)n,

em que dyi, .- ., d(), representam as colunas de A. Entao, b; = aja; + -+ + pip,
1=1,...,n. Ouseja, r1 = ay,..., T, = a, é uma solucao.

ANPEC (2012 Q4-(1,2)). Seja A = (a;;) uma matriz n x n com entradas a;; € R. Julgue
as afirmativas:

V(1)

F(2)

Se A2+ A=1,entao A~' = A+ 1, em que I é a matriz identidade.

Solucgao. A hipétese A? + A = I implica

A(A+D) =1 = det(A)det(A+I) = det(A(A+I)) =det(l) =1 = det(A) #0.

Logo, A é inversivel e multiplicando a esquerda pela inversa de A obtemos

ATAA+ D) = A T (AT AA+ D) = A S IA+ ) = A e A+ T= A"

Se todos os elementos da diagonal principal de A sao nulos, entao det A = 0.
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01

10 ] Entao, a;; = 0 = agy; porém,

Solugao. Considere, por exemplo, A = [

det(A) = -1 #0.

ANPEC (2015 Q4). Uma matriz de Markov é uma matriz quadrada, que em cada entrada
tem um nimero nao negativo e a soma das entradas de qualquer coluna é igual a 1. A ordem
de uma matriz de Markov é o niimero de linhas (ou colunas) dela. Afirmamos:

F (0)

V(1)

A soma de duas matrizes de Markov da mesma ordem é uma matriz de Markov;

Solugao. A soma tem entradas de qualquer coluna somando dois.

O produto de duas matrizes de Markov da mesma ordem é uma matriz de Markov;

Solucgao. Note que se A é uma matriz quadrada com entradas nao-negativas entao ela
é de Markov se e somente se ATe = e, em que e = (1,1,...,1)T. Suponha entdo que
A e B da mesma ordem sao matrizes de Markov; ou seja, A e B sao de entradas nao
negativas e ATe = e e BTe = e. Entao, pela definicao de produto de matrizes, AB ¢é
uma matriz quadrada da mesma ordem e com entradas nao negativas. Além disso,

(AB)'e = (BT A")e = B (A%e) = BTe =e.

A inversa de uma matriz de Markov (quando ela exista) é também uma matriz de
Markov;

Solugao. A inversa pode ter entradas negativas. Por exemplo, A = { %; ég }
.. _ 2/3 —1/3
1
possui inversa A~ = 6 [ “12 12 }

Se M € R™" ¢ uma matriz de Markov e v € R™! é um vetor de componentes nao
negativos que somam 1, entdo Mv € R™! também é um vetor de componentes nao
negativos que somam 1;

Solugao. Suponha que v = (A,...,\,)" verifica \; > 0, Vi, com > |\, = 1 e
considere M = [wy,ws,+ ,Wp|pxn como sendo uma matriz de Markov em que w;
representa a coluna i, ¢ = 1,...,n. Entao,

Mv = Mwy + Aws + - - + A\ w,

¢ uma combinagao convexa das colunas de M. Ou ainda,

n

D awy dowgj 4 A At = M Y wijeF A D> wey = Al A, 1 =1

Jj=1 J=1 Jj=1
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V (4) Sea€[0,1] e M, N € R"™" sao matrizes de Markov, entdo M + (1 — a) N também
¢ uma matriz de Markov.

Solugao. Obviamente oM + (1 — )N tem entradas nao negativas e

(aM + (1 —a)N)e=aM’e+ (1 —a)NTe=ae+ (1 —a)e =e.

ANPEC (2015 Q15-(2)). Analise a veracidade das seguintes afirmagoes:

F (2) Uma matriz positiva é aquela cujas entradas sao todas positivas. Portanto toda matriz
positiva tem determinante nao nulo.

Solugao. Considere, por exemplo, A = [1]axs.

ANPEC (2016 Q8). Scja A(x) = b um sistema de equagoes lineares, com A uma matriz de
ordem m x n e b um vetor de ordem m x 1. Analise a veracidade das seguintes alternativas:

F (0) Se A for uma matriz quadrada nao nula com determinante nulo, entao o sistema nunca
tem solucao;

Solugao. Basta, por exemplo, que b seja o vetor nulo para obtermos a solugao trivial.

F (1) Se A tiver posto méaximo, entdo a solugao do sistema é tinica;

Solugao. Depende da nulidade.

F (2) Se, no item anterior, tivermos m < n, entao a solu¢ao é unica;

Solucgao. Neste caso o sistema ¢ indeterminado pois a nulidade é positiva.

V (3) Se o vetor b for combinagao linear das colunas da matriz A, entao o sistema tem pelo
menos uma solugao;
Solucgao. De fato, os coeficientes da combinacao linear descrevem uma solucao.

V (4) Se A for uma matriz diagonal com determinante |A| # 0, entao a média geométrica de

x1,Ta,...,T, € inversamente proporcional a {/|A|, em que (x1,,...,z,) é solugdo
do sistema.

- L bi .
Solugao. Neste caso, |A| = ay; - agg - - - apy, # 0 implica a; # 0 e z; = —, Vi. Logo,

by b b 1
nxl.m...xn:d_l._z..._”:r/bl.bz...bn. ‘
aip G2 dpp YA

Supondo, claro, que by - by ---b, > 0 e |A| > 0, quando n for par.
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ANPEC (2017 Q2). Uma matriz é chamada idempotente se M? = M. Uma matriz N, v,
é chamada nilpotente se existe um nimero inteiro positivo k tal que N¥ = 0 (matriz com
todas as entradas nulas). Classifique as seguintes afirmagoes segundo a sua veracidade:

V (0) O determinante de uma matriz nilpotente é zero;
Solucao. Sejam N, ., e k inteiro positivo tais que N* = 0, entdo

0 = Det(N*) = (Det(N))* = Det(N) = 0.

V (1) Se M, «, ¢é nilpotente, entao existe um nimero inteiro r tal que
I-M ™ '=T+M+---M";
Solugao. Sejar =k — 1 em que k é a constante da nilpoténcia. Entao,
(I-M)(I+M+---M") = I+M+--- M"—M—-M?*— - —M"—M" = [-M"=1-0=1.
Analogamente, (I + M +--- M")(I — M) = I; ou seja, [ — M é inversivel e

I—M ™ =1+M+- - M.

F (2) A soma de matrizes nilpotentes é uma matriz nilpotente;

0 0 0 1 N .
10 eB—[0 0}.Entao,AeBsao

nilpotentes enquanto A + B nao (note que Det(A + B) = —1 #0).

Solugao. Considere, por exemplo, A = [

F (3) O determinante de uma matriz idempotente é sempre 1;

Solucao. Poderia ser zero.

V (4) A matriz M, , é idempotente se, e somente se, (I — M) é idempotente.
Solugao. Observe que
(I-M)I-M)=I(I-M)~M(I-M) = (I-M)+(M*-M) < (I-M)*~(I-M) = M*~M.

Logo, (I — M)?> =1 — M se e somente se M? = M.

ANPEC (2018 Q6-(3,4)). Classifique as afirmagoes abaixo segundo a sua veracidade:
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V (3) Considere a matriz A, 4 x 4, a matriz coluna z = (1, ¥, 73, 24)7 € a equacio Ar = b.
Considere que b e que a inversa de A sao:

ATl =

O = O =
O~~~ O
gt WD
(NCRNGLENGUIEN |
O O N

Entao, a solugao serd x = (1,2,3,0)73.

Solugao. Sendo A inversivel, Az = b se e somente se z = A~'b. Logo,

O = O =
O~ = O
T Y WD
NCREG SEGVIEN |
S O N =
S W N =

F (4) Se uma matriz tem inversa, entao ela é singular.

Solucgao. Se tem inversa entao seu determinante é diferente de zero; ou seja, nao-
singular.

ANPEC (2019 Q6-(0,2)). Considere as matrizes

1 1 —a 0 1 —a 1 0 —a 1 1 0
A= 0 -1 —=b | ,N;= 0 -1 —=b | ,Ny= 0 0 -=b e N3 = 0 -1 0
1 1 0 -1 1 0 1 -1 0 1 1 -1

cujos determinantes sao: detA = —a, detN; = b+ a, detNy = —b e detN3 = 1. Com base
nestas informacoes, indique quais dos itens abaixo sao verdadeiros e quais sao falsos:

V (0) Sea=2eb=1, entdo A é uma matriz nao-singular.

1 1 =2
Solugao. Sea=2eb=1,entao A=| 0 —1 —1 | efazendols:=13—1;
1 1 0
1 1 =2 11
Det(A) =10 —1 —1 |=203 =2(-1)*" = —2#0.
0 0 2 0 -

3Tomei a liberdade de adicionar a transposta neste vetor linha pois, caso contrario a afirmacdo seria
trivialmente falsa dado que z4x1 # T1x4-
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F (2) Segundo a Regra de Cramer, a solugao para o sistema de equagoes lineares

é 1 . ” 8 , det N, detA det N,
— - 2 = € 1= —F—F7, T2= € T3 = .
1 1 0 s 1 detA det Ny detA

Solucgao. Vide Teorema 3.28.




Capitulo 4

Espacos Vetoriais Reais

Considere um conjunto nao vazio V munido de duas operagoes bindrias, soma (+) e multi-
plicac@o por escalares reais (-) em que para cada z, y, 2z € Vea, fE€R temsez+y €V,
areVe

l.z+y=y+=x (Comutativa),

2. x4+ (y+z2)=(x+y)+=2 (Associativa),

3. Existe O e Vtalquez +0=0+z=2,Vx eV (3 neutro),

4. Existe inverso aditivo de z, denotado —z, tal que x + (—x) = O,

5. a(fzr) = (ab)z,

6. 1-z=u=x,

7. (a+ p)xr = ax + fx e a(x +y) = ax + ay (propriedades distributivas).

A estrutura V, +, - é denominada espago vetorial (real) e denotada simplesmente V' quando
nao ha davida sobre quais as operacoes consideradas. Cada elemento de V' é chamado vetor.

Observacao 4.1. Na operagao de multiplicagao por escalar pode-se trabalhar com outros
conjunto numeéricos tao bem comportados na soma e multiplicacao quanto R: os chamados
corpos numeéricos. Tal vez o mais usado, fora R, seja o conjunto dos ntimeros complexos, C.
Nesse caso, fala-se em espago vetorial complexo e denota-se V(C), +,-. Em geral, se o corpo
for denotado por Ke - : Kx V — V escreve-se V(K), +, - para expressar que V' é um espago
vetorial sobre o corpo K.

Exemplo 4.2. R" é um espago vetorial real; ou seja, R"(R), 4+, -, em que
T4y =@ +Y,..Tutyn) € a-x=(ar,...,an,),

145
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Ve = (x1,...,2,), ¥y = (Y1,---,¥n) € R, « € R, é um espago vetorial. De fato, as
operacoes estao bem definidas e verificam todas as propriedades desejadas da soma, Pro-
posicao 1.3, e da multiplicagao por escalar real, Proposicao 1.6.

Exemplo 4.3. M(m,n) é um espago vetorial real na soma e multiplicacdo (por niimeros
reais) usuais segundo a Proposigao 2.9.

Exemplo 4.4. Seja X um subconjunto nao vazio de R" e F'(X,R), o conjunto de todas as
fungoes reais definidas em X. Fixadas duas fungoes f,¢g € F(X,R) defina a funcao soma
f+g:X — R da forma usual:

(f +9)(x) = f(x) + g(x), Vi e X.

Analogamente, fixada a constante real ¢ e a funcao f : X — R defina a multiplicacao de f
pelo escalar ¢ como sendo a fungao ¢f : X — R com a regra

(cf)(z) :==c- f(x), Ve e X.

Entao, F(X,R) é um espago vetorial nas operagoes aqui definidas. De fato, dadas f,g,h :
X — Rec,d € R tem-se, trivialmente, f+g =g+ f, (f+g9)+h=f+(g+h), c(df) = (cd)f,
If =f, (c+d)f =cf +df, c(f +g) = cf + cg, o neutro é a fungao constante e igual a zero
e o inverso aditivo de f é a fungdo (—1) - f que troca o sinal de f.

Exemplo 4.5. C(R), +, - em que
(a+bi)+ (c+di) :==(a+b)+(c+d)i e «-(a+bi)=aa+ (ab)i, Va,b,c,d,c € R
é um espago vetorial (real). Mantendo a mesma soma e alterando a multiplica¢ao para

(a+ bi)-(c + di) := (ac — bd) + (ad + bc)i, V(a+bi), (c+di)eC

obtém-se os espago vetorial complexo C(C), +,".

O conjunto de propriedades da soma e da multiplicagdo por escalar num espaco vetorial
determinam algumas caracteristicas comuns a qualquer espaco. Por exemplo:

1. O elemento neutro é tinico em cada espaco vetorial. De fato, se tier-mos dois neutros
01 e Oy em V entao, pela definicao de neutro e propriedade comutativa ter-se-ia

O =014+ 09 =09+ 01 = 0,.

2. Vale a regra do cancelamento para a soma; ou seja, dados u,v,w no espaco vetorial
V,+, - tem-se
wW+uUu=w-+v - u="v.

Basta observar que, supondo w + u = w + v,
v = u+0=u+(vw—w)=@w+w) —w=(w+u) —w=(w+v)—w
——

w—+v

= wtw)—w=v+(w—w)=v+0 =0.
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3. O neutro de V', Oy, coincide com 0 - v, qualquer que seja v € V:

v4+0-v=140)-v=lv=v=0v+0y = 0-v=_0y.

4. aOy = Oy, YVa € K. De fato, se w = aOy entao

f+ aOy = a0y + aOy = a(Oy + Oy ) = a0y = + Oy = aOy = Oy.

5. Se a# 0 e v # Oy entao a - v # Oy. Isto pode ser mostrado por contradicao:

v=1v=(a-aHv=a"'(aw) = Oy.
~—
Oy

6. O inverso aditivo de v coincide com (—1) - v:

v+ (1) -v=1w+(-1)-v=(1-1)v=0=0y =v+ (—v) = (-1) - v=—v.

4.1 Subespacos vetoriais

Seja V(K), +, - um espago vetorial. Dedicaremos esta se¢ao a identificar partes de V' que se
comportam algebricamente da mesma forma que V: os subespacos vetoriais.

Definigao 4.6. Um subconjunto nao vazio F' C V' é dito subespago vetorial de V(K), +, -,
quando
au+ pv € F, Yu, ve F e a, peK.

Ou seja, F' é subespaco vetorial de V' quando as combinacoes lineares, au + (v, de ele-
mentos de F', obtidas com o uso das operagoes algébricas de V, ficam dentro do subconjunto
F'; ou ainda, F' é subespago vetorial de V' quando a soma em F' é fechada (fica dentro de F)
e a multiplicagao por escalar em F' também é fechada.

Proposigao 4.7. Seja V(K),+,- um espago vetorial e suponha que F CV, F # (). Entdo,
F' € um subespacgo vetorial de V' se, e somente se,

u+veF, Yu,veF e aueF, YueF, ack

Demonstracao. Se F' é fechado pelas combinacoes lineares dos seus elementos entao basta
fazer « = 1 = [ para mostrar que também é fechado para a soma e, § = 0 para mostrar que
¢é fechado para a multiplicagao por escalar. Para a volta observe que a combinacao linear
au + Pv é a soma de u = au e v = v, que sao elementos de F' quando u, v € F pois F
¢é fechado para a multiplicagao por escalar; logo, au + fv = u 4+ v € F pois F também é
fechado para a soma dos seus elementos.
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Exemplo 4.8. Os subespagos vetoriais de R sdo o préprio R e o conjunto {0}. De fato, se F’
for subespaco vetorial de R entdao FF C R e F' # (); assim, se F' contém um elemento diferente
de zero entdao também contém todos seus multiplos reais (pois precisa ser fechado para a
multiplicacdo por escalares reais); ou seja, contém todo R e assim R C F' C R concluindo
que nesse caso F' = R. No caso excludente, F' nao contém nenhum elemento diferente de
zero; ou seja, F' = {0}. Obviamente, neste caso a0 + 0 = 0 € F e, consequentemente, {0}
também é um subespaco vetorial.

Observagao 4.9. Obviamente, V' e {Oy } sdo, sempre, subespacos vetoriais de V, +, -; ditos,
triviais.

Exemplo 4.10. Os subespacos vetoriais de R? sdo os triviais {(0,0)}, R? e as retas que
contém (0,0). De fato, se F' é um subespago e contém v # (0,0) entdo também contém
{t - v; t € R} que corresponde a reta que passa por (0,0) com vetor diretor v. Claro,
se for o caso de F' conter um outro vetor u nao co-linear a v entao F' seria todo o plano
{tv + su; t,s € R} =R

Assim, o grafico da funcao y = x, * € R, é um subespaco vetorial de R? pois é uma
reta contendo a origem; porém, a simples translacao y = x + 1, que continua representando
uma reta (paralela inclusive), deixa de ter seu gréfico atendendo as caracteristicas de um
subespago vetorial pois se G = {(z,z + 1), = € R} entao (0,1) € G enquanto 2 - (0,1) =
(0,2) ¢ G (Figura 4.1).

Observacao 4.11. E necessério que o neutro de V esteja em F' para que F' possa ser
subespago vetorial de V' (vide a defini¢ao e faca o = 0).

Figura 4.1: Grafico de y = x e translagoes.
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Contudo, mesmo o grafico G da reta y = x 4+ 1 nao sendo um subespaco vetorial ele é
paralelo a um (no caso, ao subespago F' = {(z, x); = € R}; diz-se, entdo que é uma variedade
afim.

Definigao 4.12. Seja ) # G C V, V,+,- espaco vetorial. Diz-se que G é uma variedade
afim se existe w € G tal que F' = G —w := {u — w; u € F'} é um subespago vetorial de V.
Nesse caso, F' é chamado de subespaco paralelo de G (Figuras 4.1 e 4.2).

Figura 4.2: Plano z = 0 e translagoes afins

Obviamente, todo subespago vetorial é uma variedade afim; porém, nem toda variedade
afim é um subespago vetorial. Da mesma forma, o fato do neutro pertencer ao conjunto
F C V nao torna F, automaticamente, um subespaco. Por exemplo, o grafico de y = 2,
H = {(z,z%); » € R}, Figura 4.3, contém (0,0) e nao é um subespaco vetorial de R? (nem
uma variedade afim!).

Exemplo 4.13. O conjunto das matrizes simétricas de ordem n é subespago vetorial das
matrizes quadradas de ordem n. De fato, a soma de simétricas é simétrica e multiplicando
por uma constante uma matriz simétrica obtemos ainda uma simétrica.

Exemplo 4.14 (Classes de diferenciabilidade). Seja C*(X) o conjunto das fungoes f €
F(X,R) que possuem derivada de ordem k, f*) : X — R, continua. No caso de k = 0, C°(X)
representa o conjunto das fungoes continuas em X. Entdo, C°(X) é um subespago vetorial
de F(X,R). De fato, C°(X) C F(X,R), C°(X) # 0 (por exemplo, a fungao constante e igual

Pode ser provado que G CV (G # 0 e V, +, - espaco vetorial) é uma variedade afim sse

aut+(l-—a)-veG, VaeR, u, veQqG.
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Figura 4.3: Grafico de y = 22

a zero em X faz parte desse conjunto pois é continua) e a soma de continuas é continua
e o produto de uma funcao continua por uma constante também é uma funcao continua.
Analogamente, C¥+1(X) é subespaco vetorial de C¥(X), k =0,1,....

Descrevemos a seguir alguns mecanismos de construcao de subespacos a partir de outros
subespacos: os subespagos intersecao, soma e gerado via combinacoes lineares.

Proposicao 4.15. Seja V(K), +, - um espago vetorial.

1. Se I\ e Iy sao subespacos vetoriais de V' entao Fy N Fy é subespaco vetorial de V

(Figura 4.4).

2. Se Fy e Iy sdo subespagos vetoriais de V' entao Fy + Fy = {vy +vq; v; € F}, i =1,2}
¢ subespaco vetorial de V' (Figuras 4.5 e 4.6).

Demonstracao. Sejam Fj e F; sao subespagos vetoriais de V. Entao
FINFK, CEHE CV, Oype FiNF,#0.

E supondo u, v € FiNF, e o, f € Kdefina w := au+pv. Queremos provar que w € F1NFy;

Figura 4.4: Subespaco intersecao.
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ou seja, que w € Fy e w € Fy: u e v sao elementos de F, e F; é um subespago vetorial de V
e assim fechado pelas combinacoes lineares dos seus elementos, entao w € Fi; analogamente,
como u e v também sao elementos de Fy, w € F5.

Para o item 2) suponha que F' = F| + Fy. Entao, F C V pois cada elemento v de F
¢ da forma vy + vy com vy € F} CV ewvy € F5 CV eem V asoma é fechada; ou seja,
v +vy € V. Além disso, F'# () pois Oy € Fy, Oy € Fe Oy =0y +0y € Fy + F, = F.
Basta provar que F' é fechado pelas combinagoes lineares dos seus elementos: sejam u =
Uy + Uy e v = v + v, uy, v; € F;, 1 = 1,2, elementos de F' e o e § escalares. Entao,
uy, vy € F] e, consequentemente, w; = auy + fv; € F; analogamente, uy, vy € F; e, assim,
wy = aug + Pug € Fy. Logo,

w = au+pv = alu; +uz)+ S(v1 +v2) = (quy + Por) + (qug + Bvg) = wy +we € F1+F, = F.

F F

N NS

. .
LSRN sas
N Y Y
L e e
~ o ~ 0

Figura 4.5: Subespacos F; e Iy Figura 4.6: Subespaco F} + F5

[]

Exemplo 4.16. Seja I} = {(z,0) € R*; x € R} e F, = {(0,y) € R?; y € R}. Entao, Fj e
F, sdo subespagos vetoriais de R? (as retas representativas dos eixos coordenados) e

FNE={0,0} e Fi4+F={(z0)+0y); v,y € R} ={(z,y); =,y € R} =R*,

Definigao 4.17 (Soma direta). Quando os subespagos vetoriais F; e Fy, do espago vetorial
V', verificam
Flﬂng{OV} € F1—|—F2:V

diz-se que V' é soma direta desses subespacos e escreve-se

V:Fl@FQ.
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Exemplo 4.18. No Exemplo acima, 4.16,
R? = {(2,0) € R*; z € R} @ {(0,9) € R? y € R}.

Exemplo 4.19. Considere os planos m = {(z,4,0); z,y € R} e m = {(0,v,2); v,z € R}
de R3®. Entao, m; e m sao subespacos de R3 e m; + m = R3; porém, a soma nao direta visto
que

T N T = {(07y70)3 Yy e R} + {(07070)}'

Proposicao 4.20. Seja V(K), +, - um espago vetorial. Se vy,va,...,v, € V entdo o
congunto {d°1 , auvi; oy €K, i =1,...,n} € um subespago vetorial de V.

Demonstracgao. Obviamente, Oy é um elemento de E = {>""  av;; oy € K, i =1,...,n}
e ' C V. Fixe entao dois elementos quaisquer de £, digamos vetores v e v em que

U=+ gVt -+ ayv, e v=[1v+ B+ + B, a, ek, i=1,...,n;

e, dois escalares a, b € K. Entao,

n

n n n
a-u+b-v :aZaivi+bZBivi = Z(aozi—i-bﬁi)vi = Z%w € k.
i=1 i=1 i=1 W i=1
O]
n
Observagao 4.21. O conjunto {Z v, o e Kor=1,. .. ,n} ¢ chamado de subespaco
i=1
vetorial gerado pelos vetores v;, i = 1,...,n, e representado por vet{vy,vs,...,v,}; ele é
formado por todas as combinacoes lineares possiveis dos vetores vy,..., v,. Se V = R?
entdo vet{v,} é a reta que passa pela origem com vetor diretor vi; e se v; e vy nao estdo

sobre a mesma reta entdao vet{vi,vs} é o plano gerado pelas diregdes v, e vy contendo a
origem.

Exemplo 4.22. No Exemplo 4.16 tem-se
Fy={(2,0) €R* z € R} ={x-(1,0) € R*; 2 € R} = Vet{(1,0)},

Fy={(0,y) e R* y e R} = {y-(0,1) € R% y € R} = Vet{(0,1)}

R? = Vet{(1,0), (0,1)}.
Exemplo 4.23. No Exemplo 4.19 tem-se

m = {(z,y,0); z,y € R} = {(2,0,0) + (0,y,0); z,y € R} ={z(1,0,0) +y(0,1,0); = € R}
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ou seja,

m = Vet{(1,0,0), (0,1,0)}.
Analogamente,
T ={(0,y,2) € R% y,z € R} = {y(0,1,0) + 2(0,0,1); y,z € R} = Vet{(0,1,0),(0,0,1)}
enquanto que
R* = Vet{(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}.

Exemplo 4.24. Seja V = C°(R), o espaco vetorial das fungoes continuas definidas em todo
R, e suponha que f seja a funcdo constante e igual a um, i.e., f : R = R; f(z) =1, Vx € R;
e que g seja a fungao identidade de R; ou seja, g : R — R; g(z) = z, Vo € R. Determine
Vet{f, g}.

Solugao. Seguindo a definigao,

Vet{f, g} ={a1 - f+a2-g; a1,00 € R}
e —

h
em que
hz) =ay- f(z)+ az-g(z) = aq + agz, Vr € R.
Ou seja,
Vet{f, g} ={h:R—=>R; h(z) = a1 + asz,Vz € R, «aj,ay € R}
é o conjunto de todas as fungoes afins (polinomios de grau menor ou igual a um). O

4.2 Independéncia/dependéncia linear

Os vetores vy, v, . .., v, do espaco vetorial (V(K), +, -) sdo ditos linearmente independentes
(ou LI) quando a tnica combinacdo linear » ., a;v;; a; € R, @ = 1,...,n, que coincide
com o vetor nulo é a trivial, ou seja, a que possui todos os escalares a; = 0,7 =1,...,n.

Quando um sistema de vetores nao for linearmente independente dize-se que sao linearmente
dependentes (ou LD).

Observagao 4.25. Um tunico vetor v; € V' é LI se e somente se for nao nulo. De fato, se
a1v; = Oy com ay # 0 entao vy = al_lOv = Oy; ou seja, vy é LD se, e somente se, v; = Oy.

Observacgao 4.26. Dois vetores do plano R? sao linearmente dependentes se estdo sobre a
mesma reta, ou seja, um é miltiplo escalar do outro (co-lineares): digamos que a;v; +agvy =
O, com «; # 0. Entao,

—Q —Q

v =—vy =t -1y, com t=—F-¢€clkK.

aq g
Por outro lado, se v; = tvy entao 1-v; + (—t) - v = O é uma combinagao linear nao trivial
que gera o neutro.
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Observacao 4.27. Trés vetores de R? sao linearmente dependentes se e somente se perten-
cem a um mesmo plano (co-planares), ou seja, um deles é combinagao linear dos outros dois:
digamos que ajv; + asvy + azvs = O, com «aq # 0. Entao,

—Q2 —a3 — Q2 —Qa3

V= —Vyg+ —v3=t-v9+Sv3, com t=—" s=—¢ck

a7 aq aq aq
Por outro lado, se v; = tvg + svg entdo 1 - vy + (—t) - vo + (—s)vg = O é uma combinagao
linear nao trivial que gera o neutro.

Teorema 4.28. O sistema de vetores vi, v, ...,v, do espaco vetorial V € linearmente de-
pendente se, e somente se, um deles for combinacao dos restantes, i.e.,

dje{1,....n}; v; € Vet{vr,...,vj_1,0j41,..., 00}

Demonstracao. Suponha que > | a;v; = O com algum escalar diferente de zero, digamos
a; # 0. Entao, dividindo por esse escalar e isolando v; obtém-se a combinacao linear
—Qq —Qj5 —Qj41 —Qy
Uj:—U1+"‘+ Uj,1+ Uj+1+"'—|—
Qj Q; J Q@

Up.

A volta decorre de
Uj = (3411}1 + -+ ézj_lvj_l + dj+1vj+1 —+ .- OAén’Un
implicar
@11)1 4+ -+ OAéj,ﬂ)jfl =+ (—1) ’Uj + ééj+111j+1 4+ - &nvn = O
~——
#0
]
Exemplo 4.29. (1,—1) e (2, —2) sdo linearmente dependentes. De fato, (2,—2) = 2-(1, —1).
Exemplo 4.30. (1,0) e (0,1) sao linearmente independentes: (1,0) # ¢(0, 1), Vt € R.
Exemplo 4.31. Determine se os vetores a seguir sao ou nao LI: (1,1,0), (0,1,1), (2,0,—2).

Solugao (Via posto). Seja A a matriz que possui ditos vetores por linhas. Entao,
1 1 0
Det(A)=|10 1 1 |=-24+24+0-0-0—-0=0;

2 0 =2

logo, o posto de A ndo é maximo, ou seja, uma linha de A decorre das outras via soma e/ou
multiplicacdo por escalar (que sdo as operagdes elementares do processo de eliminagao de
Gauss usado para calcular o posto da matriz); isto é, uma linha de A é combinagao linear
das restantes. Desse modo, os vetores sao LD.
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Solugao (Via defini¢ao). Considere a equagao vetorial

x(1,1,0) +y(0,1,1) + 2(2,0,—-2) = (0,0,0) < (z,z,0) + (0,y,y) + (22,0, —22) = (0,0,0)

r+22=0
S (x+2z,x+y,y—22)=(0,0,0) &o+y=0 <Sxr=-2z y=2z z€R
y—22=0
Em particular, x = —2, y = 2, z = 1 é uma escolha nao trivial para a combinagao linear que

gera o neutro de R3 concluindo que os vetores sao LD.

Vale observar, na solucao acima, que o sistema

r+2z=0 1 0 2 1 0 2 T 0
r+y=0 Sz 1|4yl 1 |+2] O =111 0 y | =10
y—22=0 0 1 —2 01 —2 2 0

é um sistema de equacoes lineares homogéneo em que a matriz de coeficientes é a transposta
da matriz A da primeira solugao, ou seja, do mesmo posto.

Exemplo 4.32. Seja V = M(2,2), A= L0 01 C:{O 0

o0 P=10]° 0 1
se o sistema vetores, no caso matrizes, {A, B, C'} é LI ou LD.

] . Determine

Solugao. Sejam a, b, ¢ constantes reais (escalares) tais que

a-A+b-B+c-C=0,
Lo o)l o el V]=[0 0]
o [T - L
& {Zﬂ—{ggl b=c=0 (LI).

Exemplo 4.33. Seja V = CYR), y1(z) = eM? e yo(x) = €™ com )\, e Ay constantes
reais fixadas. Determine se os vetores y; e ys, no caso fungoes, sao ou nao linearmente
independentes.

ou seja,

+
= a=

]
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Solucao. Precisamos estudar a equacao ay; + By, = O,, com « e 3 escalares reais a deter-

minar:
oy () + Bya(z) =0, Vo €R & ae™® + Be’® =0, Ve eR

=a=-08 A aeM = ae™

a+ =0, r=0
ae’ 4+ Ber =0, x =1
Entao,

ou A; = Ay, caso em que « pode ser escolhido (livremente) diferente de zero: L.D.

ou A\ # g, casoem que o« =0e f=0: L.I

Note que
ayr(z) + Byz(z) =0, Ve eR= ayj(z)+ Pyy(z) =0, VzeR

pois y1 e yo sao funcoes derivaveis. Assim, para qualquer z € R fixado, a e § sao as solugoes
do sistema de equacoes lineares homogéneo

fuicormton =0 [t w ] [o] 2]

(@) ya(w)
que é determinado (unica solu¢ao o« = 0 = /3 - independéncia linear) sse o determinante da
matriz de coeficientes for diferente de zero.

Observacao 4.34. Vale observar que a matriz de coeficientes deste sistema, para cada x
o, | 2] 120

vy (z) yQ(x)
e, seu determinante, como Wronskiano (consulte, por exemplo, [2]):

nie) B | = ko) - st

} é conhecida como matriz de Wronski associada as fungoes y; e ys;

W (yr,y0)(x) =

Voltando ao exemplo anterior:

n(x)=e"" e plr) =" = yi(x) =MeM" e yhla) =A™
Logo,
oMo oo
W(ylvyZ)(x) = ’ )\16)‘11 )\26)‘29” = 6)‘”5)\26)‘21 — )\16)‘1356)‘21
= (Mg — Ap)eMre?

WyLy)(z) = 0 & A=k (y1 e yo sdold)
Wy, ye)(x) # 0 & M#X\ (y1 e yo sdoli.)



IE-UFRJ 157

4.3 Base e dimensao

Seja V(K), +, - um espago vetorial e considere a familia ou conjunto de vetores vy, vs, ..., v,
em V. Quando vet{vy,vy,...,v,} =V e os vetores vy, vs, ..., v, sdo linearmente indepen-
dentes diz-se que os vetores vy, vy, ..., v, sao uma base de V. Neste caso V é dito espaco

vetorial finitamente gerado®.

Observacao 4.35. Uma base em V é, consequentemente, um sistema gerador do espaco
com uma quantidade minimal de vetores (dentre eles nenhum é redundante do ponto de
vista linear).

Exemplo 4.36. v; = (1,0), v, = (0,1) formam uma base de R?. De fato,

vet{vy, v} = {a1(1,0) + a1(0,1); ay,as € R} = {(a1, a2); ay, a0 € R} = R?

041(1,0) + (1/1(0, ].) = Opz = (0,0) = (011,062) = (0,0) S ap =0=as.

0 0 10 0 1
do espago vetorial das matrizes simétricas de ordem dois.

Exercicio. Mostre que M; = [ L0 }, My = l 01 ] e M3 = l 00 ] formam uma base

Solugao. Primeiro mostraremos que o espaco vetorial gerado por My, Ms, Ms; coincide com
todo o espaco das matrizes simétricas de ordem dois: sejam a, b e c reais quaisquer. Entao,

0 0 b 00 b
aM1+bM2—|—cM3:[8 0]+[b O}—'—{O C:|:|:Z c]

a
b

todas as matrizes simétricas de ordem dois. Falta entao provar a independéncia linear de
Ml, Mg, Mg:

Desse modo, quando a, b e ¢ percorrem todos os nimeros reais, A = { percorre

0 0

a b
aM1+bM2+cM3:O<:>{ C]:[O 0

b }<:>a:0:b:c.

]

Exemplo 4.37. O espaco vetorial das fungoes afins admite a base {f, g} em que f é a
fungao constante e igual a um, i.e., f : R = R; f(x) =1, Vo € R; e g é a funcdo identidade
de R; ou seja, g : R = R; g(z) = z, Vo € R.

2H4 espaco vetoriais que nao sdo finitamente gerados, por exemplo, o das funcoes reais definidas em todo
R (prove!).
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Solugao. Do Exemplo 4.24 sabe-se que f e g formam um sistema gerador desse espaco.
Basta mostrar a independéncia linear dessas funcoes: suponha que ¢; f + cog = 0, ou seja,

af(x)+cg(x)=0, VeeR < c+cr=0 VreR;

entdo, o polindmio ¢; + cex coincide com o polinémio de grau zero p(0) = 0; o que, por sua
vez, implica co =0 e ¢; = 0.

Trataremos a seguir a questao da construcao de bases num espaco vetorial finitamente
gerado seja extraindo um sistema linearmente independente de um sistema gerador, seja
completando um sistema LI até obter um sistema gerador.

Proposicao 4.38. Sejam vy, vy, ..., v, vetores nao-nulos que geram o espago vetorial V,
V =Vet{vy,va,...,v,}. Entdo, dentre estes vetores podemos extrair uma base de V.
Demonstracao. Se o sistema vy, vs, ..., v, for LI nao tem nada a fazer, pois sendo gerador

ja é uma base. Caso contrario, com base na dependéncia linear, podemos aplicar o Teorema
4.28 para garantir que algum deles é combinagao linear dos restantes, i.e.,

Jje{l,....n}; v;eVet{vr,...,v0j_1,0j41,...,Un}.

Logo,
V= V€t{’01, ey U1, V5415 - - - ,’Un};

voltando, assim, a hipdtese inicial do sistema gerador, agora, com um elemento a menos.
Repetindo o argumento finitas vezes, se necessario, ficaremos com um sistema ainda gerador
e linearmente independente: uma base. O

Exemplo 4.39. No Vet{(—1,0),(1,2),(0,2)} = R? (0,2) = (—1,0) + (1, 2); assim, pode-se
eliminar (0,2) do sistema gerador e ainda obter Vet{(—1,0),(1,2)} = R?; sendo (1,0) e
(1,2) LI, {(-1,0),(1,2)} é uma base de R.

Proposicao 4.40. Seja V = Vet{vy,va,...,v,} um espago vetorial finitamente gerado por
uma quantidade n de vetores. Entao, qualquer conjunto de vetores em V com mais de n

elementos é necessariamente LD.

Demonstracao. Pela Proposicao 4.38 pode-se extrair base do sistema gerador: digamos

que , reordenando se necessario, vy, Vs, . . . , Up,, cOmM 1y < n, seja base de V. Considere entao
um sistema qualquer wy, wy, ..., w,, € V, com m > n, e assuma que para certas escolhas
escalares aq, ao, ..., oy, tenha-se

w1 + oW + -+ - + W, = Oy. (4.1)



IE-UFRJ 159

Queremos provar que algum dos «; pode ser escolhido diferente de zero. Para tal, descreva
cada w; como combinacgao linear dos elementos da base:

W1 = Q1101 + A21V2 + -+ F Q1 Up,
wp = Qa1201 + (055X} + -+ An2Ung
Wy = A1mU1 + A2m V2 +---+ AnomUng

e substitua em (4.1) para obter
a1(a11v1 + a1 + - F Apg1Ung ) + Q2(a1201 4 A22v2 + -+ + Gpya¥ng)
4 A1 U1 + G2 + -+ Argmtny) = Ov;
e, aplicando as propriedades da soma e multiplicacao por escalar do espaco, também

(anal + a0 + - - + almam) U1 + (a21a1 + a9y + - - - + aszém) Vg + - -

. i (. /
~~ ~

7 72

+ (Ang100 + Angaa + -+ + ApgmQun) Vm = Oy

A ~~ o
Tm
Da independéncia linear dos vetores da base vy, vs, ..., vy, decorre que 3 =0 =7y, = =
Ym; O S€ja, aq, g, -+ , Quy, sao solucoes do sistema de equacgoes lineares homogéneo
apnp Q2 - Gim aq 0
O R S Qg 0
Angl Ang2  *** Angm (6779 0

que possui posto menor ou igual a ny (nimero de linhas de A) e, consequentemente, nulidade
positiva:
nulidade(A) = m — posto(A) > m —ng >m —n > 0.

Logo, o sistema é possivel e indeterminado admitindo, assim, outras solucoes que nao apenas
a trivial; ou seja, existem escolhas para aq, s, - -, a,,, nem todas nulas, que verificam

(4.1). O

Corolario 4.41. Seja V' um espaco vetorial finitamente gerado. Entdao todas as bases de V
possuem a mesma quantidade de elementos.

Demonstragao. Sejam {vy,vy,...,v,} e {wy,ws, ..., w,} bases em V. Queremos pro-
var que n = m. Sabe-se que Vet{vi,vs,...,v,} = V e que {wy,ws,...,wy,} é um sis-
tema LI entao, pela Proposi¢ao 4.40, m < n. Analogamente, V' = Vet{w,ws,...,wy,} e

{v1,v9,...,v,} LI implicam n < m. Assim, m = n. [
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Definicao 4.42. A dimensdo de um espaco vetorial é o nimero de elementos de uma base
qualquer dele.

Exemplo 4.43. A dimensao de R? é dois (vide Exemplo 4.36) e a dimensdao do espago
vetorial das matrizes simétricas de ordem dois é trés (Vide Exercicio 4.3).

Proposicao 4.44. Qualquer conjunto LI num espaco vetorial de dimensao finita pode ser
completado até formar uma base.

Demonstracao. Seja {v;,vs,...,v,,} um sistema LI no espaco vetorial V' de dimensao
n > m. Se Vet{vy,vq,..., 0} = V entado ji temos uma sistema gerador e LI: uma base.
Caso contrério, existe v € V tal que v € Vet{vy,va,...,v,}. Inclua, entdo, dito vetor no
sistema; ou seja, defina v, = v e considere os sistema {vy, v, ..., Vm, Ums1}, que ainda é
LI, pois o vetor incluido nao é combinacao linear dos restantes, e que gera um espaco de
dimensao m + 1. Repita o argumento finitas vezes se necessario até completar um sistema
gerador e LI. O]

Corolario 4.45. Num espaco vetorial de dimensao n, qualquer conjunto LI com exatamente
n vetores formard uma base.

Demonstracao. Se o sistema LI nao fosse base poderia ser completado até formar uma
base obtendo-se assim, uma base com mais do que n vetores no espaco de dimensao n: uma

contradicao. O
Teorema 4.46. Seja v = {vy,vq,...,0,} uma base de V. Entdo, para cada v € V' existem
unicos escalares xi,xs, ..., T, tais que

UV = 2101 + TV + « -+ + TpUp.

Demonstracao. A existéncia de x1, xo, ...z, tais que v = x1v1 + X209 + - - - + T, U, UMa vez
fixado v € V, é obvia posto que V = Vet{vy,vq,...,v,}. Quanto a unicidade, suponha que
Y1, Y2, - - -, Yo também sejam escalares que permitam escrever v na forma v = y,v; + Yov9 +
<o+ Ypv,. Entao,

Ov = v —v=13101 + YoV + - - + YUy — (X101 + ToVs + - -+ + Tp0p)

=(p —x1)v1+ (Y2 — x2)v2 + - + (Yn — Tn) Uy,

e, pela independeéncia linear de vy, vy, ..., v,, pode-se afirmar que y; — 1 = 0, yo — x5 = 0,
ey Yn — T, = 0; Ou S€jA, Y1 = T1, Yo = T, - ..y Yn = Tp. O

Definicao 4.47. Os escalares 1, xo, ... x,, associados a v no Teorema 4.46, sao chamados
I

%)
coordenadas de v na base v e representados como matriz coluna na notagao: [v], =

Tn
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Observagao 4.48. O Teorema 4.46 acima diz que um espago vetorial finitamente gerado
pode ser identificado com R"™, onde n é sua dimensao; basta para tal fixar uma base em V. A

identificacao pode ser formalizada pela funcao ¢ : V. — R"; ¢ (v) = [UE? em que -y representa

a base fixada: 1) é uma bijegao linear continua com inversa continua (um isomorfismo). V' e
R" sao ditos isomorfos. Notacao V = R™.

Exemplo 4.49. As coordenadas de (2,3) na base natural o = {(1,0),(0,1)} de R? sao 2 e
3 respectivamente (Figura 4.7); ou seja,

CEHE

De fato,
(2,3)=2-(1,0)+3-(0,1).

Exemplo 4.50. As coordenadas de (2,3) na base 8 = {(1,0),(1,1)} de R? sdo —1 e 3
respectivamente (Figura 4.8); ou seja,

@3- 5|
De fato,

(2,3)=a-(1,0)+b-(1,1)=(a+bb)=b=3 A a+b=2ab=3 A a=—L

(2.3)

Jdon

Figura 4.7: Coordenadas: [v],. Figura 4.8: Coordenadas: [v]s.

Exemplo 4.51. As coordenadas da funcao afim f(x) = 3z + 5 na base § = {z,1} sdo 3 e 5
respectivamente, i.e.,

[3x+5]ﬁz[§}.
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4.3.1 Uma aplicacao em Equacoes diferenciais lineares

Considere o problema de achar fungdes no espago vetorial V' = C%*(R) que verifiquem a
equacao diferencial

ay”(z) + by’ (z) + cy(z) =0, Vz e R. (4.2)
em que a, b e ¢ sao constantes reais, fixadas, a # 0. Este tipo de equagao é dita diferencial,
pois depende de derivadas da funcao desconhecida y = y(x) (no caso y'(x) e y”(z)); linear
pois F(y,y',y") = ay” + by’ + cy depende linearmente de cada varidvel (no caso y, y' e y");
de segunda ordem pois é a derivada de maior ordem que aparece (a # 0); e, homogénea pois
o termo independente (lado direito da equagao) é zero.

Lema 4.52. O conjunto F' = {f € V; f verifica (4.2)} é uma subespago vetorial de V.

Demonstragao. Por definicao, FF C V. Além disso, f(x) = 0, Vo € R, neutro de V, é
trivialmente solugao de (4.2); ou seja, elemento de F, resultando nao-vazio. Basta entao
provar que I’ é fechado pelas combinacoes lineares de seus elementos: sejam f, g € F,
a, B € R. Entao, para cada =,

af’(x) +of' () +cf(x) =0 e ag’(x)+bg'(z) +cglx) =0 =
multiplicando a primeira equacao por «, a segunda por 5 e somando obtém-se
0 = afaf’(x) +0f(x) +cf(x)] + Blag"(x) + by'(x) + cg()]
= alaf'(x) + By"(@)] + blaf'(x) + By ()] + claf(z) + Bg(x)]
= alaf(@)+ Bg(@)]" + blaf(z) + Bg(x)]' + c[af (z) + By(x)]
= ah”(z)+ bW (z) + ch(z), em que h(x)=af(x)+ Bg(zx).
Ou seja, af (r) + fg(x) € F. O
Lema 4.53. F' ¢ um espaco vetorial de dimensao menor ou igual a dois.

Demonstracao. Todo subespacgo vetorial é um espaco vetorial. Para mostrar que a di-
mensao nao ultrapassa dois calculemos o Wronskiano de um sistema com trés elementos

y1(2), y2(x) e ys(z) de

yi(z) ya(x) ys(z)
Wyr,y2,93)(x) = | v1(x) gs(x) ys(2) | =0,
yi(@) ys(x) ys()

levando em consideracao que, de (4.2),

W) =~ (@)~ Sla), 1) =~ h(e) ~ Sa(e) e sh(E) = —ah(e) — Ssla):

ou seja, que a linha 3 da matriz de Wronski é combinacao linear das duas primeiras:

I3 = —=Iy — Ell. Logo, 3 (ou mais) elementos de F' sempre serdo LD. O]
a a
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Lema 4.54. y(x) = ¢’* € F se, e somente se, 3 for raiz do polinémio
p(z) = ax® + bx + c.
Demonstragao. Substituindo y(z) = € em (4.2),

0 = af% +bpe + ce™ =7 (aB? + bB + ¢)
~—_——
p2(8)
& p(B)=apf*>+b3+c=0.

]

O polinémio py(z) = ax? + bx + ¢ é conhecido como polinémio caracteristico da EDO
(4.2). Seja A = b? — 4ac, o discriminante do polinémio caracteristico. Dependendo do sinal
de A teremos duas raizes distintas (reais ou complexas) ou uma tnica raiz de multiplicidade
dois.

Corolario 4.55. Se A > 0 entdo Dim(F) =2 e f € F se, e somente se,
f(z) = c1eP™ 4 cyef?®

—b— VA _ b+ VA

com ¢y e ¢y constante reais, 51 = 5 e By 5

Demonstragao. Quando A > 0, f; = (=b — VA)/2a # (=b+VA)/2a = B, € R sio as
raizes do polinémio caracteristico e e/1%, 2% sao LI (vide Exemplo 4.33) e solucdes da EDO
de segunda ordem (4.2) (vide Lema 4.54); assim, Dim(F') > 2, concluindo, pelo Lema 4.53,
que Dim(F) = 2 e que dito par de fungoes exponenciais é uma base. Desse modo, a solucao
geral pode ser descrita na forma:

y(x) = c1e”" + cpe™, c1, 0 € R,
O
Exercicio. Estude o caso A < 0.
Exercicio. Mostre que no caso A = 0, {®, ze’*}, com 8 = —b/2a, é base de F.
4.4 Mudanca de base
Suponha que f = {vy,vq,...,0,} ¢ v = {wy,ws, ..., w,} sejam bases do espago vetorial V'

entdo, cada elemento v; da base /5 possui tinicas coordenadas na base v, digamos [v;], (assim
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como cada w; possui unicas coordenadas na base ). Assim, podemos definir as matrizes
quadradas de ordem n:

I} =[[v)y [valy - [oals] e I3 = [[wi]p [wa]s -+ [wals].

Ditas matrizes sao chamadas de mudanca de base de B para v e de v para 3, respectivamente;
o que se justifica pela seguinte propriedade.

Teorema 4.56. Nas condi¢oes acima,

[v], = [5[1}]5, YoeV e vl = I3[v],, Yo e V.
Demonstragao. Suponha que [v;], = (ai;, agj, ..., an;)", 7 =1,2,...,n; V] =z; e, [v], =
y. Entao,

j=1 j=1 i=1 i=1 \j=1
—_———
Yi
ou seja,
aip -0 Qin T

y= O : = [[vily [va]y -+ [only] 2 = [yﬁx-

ap1  ***  Qpp Tn

O

Observe, que as matrizes de mudanca de base sao inversiveis (posto maximo) e que uma,
digamos [ 5’, ¢ necessariamente inversa da outra, Ig.

Exemplo 4.57. Considere as bases a = {(1,0),(0,1)} e v = {(1,0), (1,1)} em R% Calcule
I<.
el

Solucao. Note que (1,0) =1-(1,0)+0-(1,1); logo, [(1,0)], = [ 1

0 } Analogamente,

(0,1) = a(1,0) + b(1,1) = (a+b,b) = b=1 a=—-1=[(0,1)], = [ _11 }

Logo,

Em particular,
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Exemplo 4.58. No exemplo acima, [] = [

mIBgs

[v]5

Em particular,

1

o 1] pos ot = | o] e



166 Garciga O.,R.

4.5 Exercicios: Espacos vetoriais.

Q 4.1. Prove que se F' é subespago vetorial do espago vetorial V(K), +, - entao F(K), +,-
também é um espacgo vetorial.

Q 4.2. Mostre que o conjunto P, = {p : R — R; p polinomio de grau < n} é um espago
vetorial com a soma e produto por escalar das fungoes.

Q 4.3. Seja F = {(z,y,o — 1,20 +y — 3); 2,y € R}. F é subespaco vetorial de R*?
Justifique.

Q 4.4. Mediante quais circunstancias o conjunto de todos o vetores solugoes da equacao
a1x1 + agxy + - -+ + apx, = ¢, onde a;, c € R, i =1,...,n, ¢ um subespago vetorial de R"?

Q 4.5. Descreva geometricamente o espago solugao da equacao (ou sistema):

$1—2$2+l’3:0

a) @1 = 2wt wy =0 b) {le + @2 — 13 = 0

Q 4.6. Mostre que os seguintes subconjuntos de R* sao subespacos:
a) W={(z,y,2,t) eER*|s+y=0ez-t =0} b) U={(z,y,21t) € R*|22+y—t =0ez=0}.

Q 4.7. Responda se os subconjuntos abaixo sao subespagos de M (2,2)

1“/:{[@ b} ;a,b,c,dER,b:c};
c d

2. W:{[a b] ;a,b,c,dER,b:c+1}.
c d

Q 4.8. Dados dois vetores (a,b) e (c,d), no plano, verifique se sdo verdadeiras ou falsas as
seguintes afirmacoes:

1. Se ad — bc = 0 entao eles sao linearmente dependentes.
2. Se ad — be # 0 entao eles sao linearmente independentes.

Q 4.9. Prove que o conjunto solucao de um sistema de equacoes lineares homogéneo de n
incégnitas é um subespago vetorial de M(n, 1) = {A,x1 = [ai] | an € R}.

Q 4.10. Se um sistema de equagoes lineares nao for homogéneo o que acontece com seu
conjunto solu¢ao? (sera um subespaco, ou uma translagdo de um subespago 7). Considere o
exemplo:

2r+4y+z2z=1

r+y+2z=1

x4+ 3y —z=0.
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Q 4.11. Seja F' o conjunto solucao do sistema:

201+ 4x9 — 623 =
T +$2—|—4$3 =b
6xy — 143 = c.

1. Que condicoes devemos impor a a, b, ¢ para que F seja subespaco vetorial de R? ?

2. Encontre uma base para F' nas condigoes dadas em 1).

3. Que relacao existe entre a dimensao de F' e o grau de liberdade do sistema 7 Seria este
resultado valido para quaisquer sistemas homogéneos?

Q 4.12. Considere o conjunto

_ 2a a+2b |
W—{[O a—b}’a’bER}‘

1. Verifique que W é subespago vetorial de M(2,2).
2. Se A = [a;j]ax2, em que a;; =0, a12 = —2, ag; =0 e agy = 1 entdo A € W7 Justifique.

3. Determine se as matrizes A e B, a seguir, sao Linearmente independentes:
2 1 0 2
[ )
4. Identifique uma base de W. Qual é a dimensao de W?

Q 4.13. Verifique se os subconjuntos abaixo sao subespagos:

1. Matrizes diagonais n x n.

{[a a—l—b} ;a,beR}
a b

Ala,a,...,a) e R"; a € R}

o

w

W

. A{(1,a,b); a,b e R}

[

. Areta {(z,x +3) |z € R}

=

. {(a,2a,3a) | a € R}.

Q 4.14. Seja S = Vet{(1,1,-2,4), (1,1,-1,2), (1,4, —4,8)}.



168 Garciga O.,R.

1. (2/3,1,-1,2) € 87
2. (0,0,1,1) € 57
Q 4.15. Mostre que o conjunto das fungoes limitadas é um subespaco vetorial das fungoes.

Q 4.16. Tente oferecer uma base e calcular a dimensao de cada espaco vetorial descrito nas
questoes anteriores.

Q 4.17. Escreva uma base e dé a dimensao para:

1. O espago vetorial das matrizes n x n: M(n,n).

2. O espago vetorial dos polinomios de grau menor o igual a n: P,.

Q 4.18. Seja A,,x, uma matriz com m linhas e n colunas e B, sua linha reduzida a forma
escada. Mostre que o espaco vetorial gerado pelos vetores linha de A coincide com o de B.

Q 4.19. Seja F' = Vet{(1,-1,0,0), (0,0,1,1), (-2,2,1,1), (1,0,0,0)}
1. (2,-3,2,2) € F? Justifique.
2. Exiba uma base de F. Qual é a dimensao?
3. F'=R*? Por qué?

Q 4.20. Suponha que V = F; & F5 e que {uy,...,uy} e {v1,...,v,} sdo bases de F; e Fy
respectivamente

a) Prove que {uy,..., um,v1,...,0,} é base de V. Qual é a dimensao de V7

b) Mostre com um exemplo que a) nao vale se a soma nao for direta.

Q 4.21. Sejam vy, vy, ..., v, elementos do espago vetorial V. Prove que Vet{vy,vo, ..., v,}
¢ o menor subespaco vetorial de V' que contém todos os vetores vy, vy, ..., Uy.

Dica: mostre que Vet{vy, vs,...,v,} coincide com a interse¢ao de todos os subespagos veto-
riais de V' que contenham todos os vetores vy, vs, ..., U,.

Q 4.22. Seja V um espaco vetorial de dimensao finita e F' um subespago vetorial de V.
Prove que dim(F) < dim(V').

Q 4.23. Seja P o conjunto de todos os polinomios reais definidos em R.

a) Mostre que P é um espago vetorial.

b) Mostre que P, ¢é subespaco vetorial de P. Conclua que dim(P,,) < dim(P).
¢) Mostre que dim(P) = +oo.
)

d) Conclua que dim(C*) = 400, Vk > 0, onde C* = {f : R — R; f® continua},
C’ = C(R).
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4.5.1 Coordenadas de um vetor e mudancga de base
Q 4.24. Quais sao as coordenadas de x = (1,0, 0) em relagao a base 5 = {(1,1,1),(—1,1,0), (1,0,

Q 4.25. Mostre que os polinémios 1 — 3, 1 —¢2, 1 — ¢ ¢ 1 sd@o uma base do espaco dos
polinémios de grau menor ou igual a 3. Quais s@o as coordenadas de p(t) nessa base se:

L p(t) =3 +t2 +t+1,

2. p(t) =t3,
3. p(t) =t,
4. p(t) =2,
5. p(t) =23 + 3t

Q 4.26. Considere as seguintes bases ordenadas de R?:

/3 = {(170)7 (07 1)}a 61 - {(_17 1)? (17 1)}a 62 - {(\/§7 1)7 (\/g’ _1>} € 63 - {(270)7 (072)}'

a) Se [/ ]3/ representa a matriz de mudanga de base de o/ para «, determine [/ ]gl, [l }gl,

b) Quais sao as coordenadas do vetor v = (3, —2) em relagao a cada uma dessas bases?

¢) Se um dado vetor v tem coordenadas na base 3; dadas por [v]g, = (4,0)7, calcule [v]s,

[U]ﬁz e [U]ﬁs'
1 1 0
Q4.27.% I =]0 —1 1 | ache
1 0 -1
—1 —1
a) [v]lo onde [v]o=| 2 b) [v]ew onde [v],=| 2
3 3
Q 4.28. Se (' ¢ obtida de 8 = {(1,0),(0,1)} pela rotacdo de um angulo de —%, ache [I]g/ e
115
Q 4.29. Sejam

B = {(170)7 <07 2)}7 B2 = {<_170)> (17 1)} e (3= {(_17 _1)7 (07 _1>}
bases de R%. Calcule []]gf, [I]gz, [I]gi’ e [I]gf : []]gz

Existe relagao entre esta ultima matriz e [/ }gf(?

—1)}?
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4.5.2 Questoes da ANPEC

Resolva as seguintes questoes/ano da ANPEC: 5-(0-2)/2003; 3-(2-3)/2004; 4-(0-3)/2004;
2.(3)/2005; 1-(4)/2006; 3-(1)/2000; 10-(0-3)/2010; 6-(1)/2011; 4/2013; 15-(3)/2015; Q12-
(4)/2018.
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4.6 Gabarito: Espacos vetoriais.

Q 4.1. Seja F' um subespago vetorial do espago vetorial V (K), +, - entdo u+v € F,Vu,v € I’
ea-v € F VaeKewv e F;ouseja, asoma de V quando restrita a F' continua bem definida,
assim como a multiplicagao por escalar:

flexr  FXF—SF e lgxr: KxF—F.

Quanto as propriedades destas operacoes, sendo validas para todos os elementos de V', con-
tinuam validas na parte F' de V. Logo, F(K), +,- também é um espagco vetorial.

Q 4.2. Obviamente todo polinomio é uma funcao real de variavel real e a fungao constante
e igual a zero, neutro das fungoes, é um polinomio de grau zero, que é menor ou igual a n
(n € Z,); ou seja, ) # P, C F(R,R). Além disso, se p e ¢ sao polindmios de grau menor ou
igual a n entao a soma p+ ¢ continua sendo um polindémio de grau menor ou igual a n assim
como o polindmio cp, qualquer que seja a constante ¢ € R. Ou seja, P, ¢ um subespaco
vetorial de F'(R,R); logo, um espago vetorial.

Q 4.3. Nao. Note que Ogs = (0,0,0,0) & F = {(z,y,x — 1,2c +y — 3); x,y € R}.
Q 4.4. Apenas quando ¢ = 0.

Q 4.5. a): um plano (Figura 4.9); b): uma reta (Figura 4.10).

Figura 4.10: Reta intersecao {¢(1,3,5),t €
Figura 4.9: Plano x — 2y 4 z = 0. R}.
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Q 4.6. Para o item a) considere (z1,y1,21,t1), (T2,Ys,20,t2) € R* tais que z; +y; = 0 e
zi—t;=0,1=1,2; e, a, f € R. Entao

a(zy,y1, 21, 1) + B(w2, Y2, 22, t2) = (axy, ayy, azy, atr) + (Bxa, Bys, Bz, fta)
= (gxl + ﬂxga gyl + Byga 9&21 + 522},8&51 + Bt2> € R4
- M M e
= I
(axy + fro) + (ayr + y2) = alrr+y1)+ 8@ +12) =a0+50=0 e
z t

~

(am + Bz) — (o + Ba) = als — ) + Blzs — 1) = a0 + A0 = 0.

Ou seja , a(x1,y1,21,t1) + B2, y2, 20,t2) € W. O item (b) pode ser resolvido de forma
analoga ou também observando que
U = {(z,y,z,t) eER* |22 4+y—t=0e2=0} ={(z,9,0,t) ER* |20 +y =1}
{(2,9,0,22 +y) | 2,y € R} = {(2,0,0,22) + (0,y,0,y) | z,y € R}
= {2(1,0,0,2) +y(0,1,0,1) | z,y € R} = Vet{(1,0,0,2), (0,1,0,1)}.
Q 4.7. 1): sim; 2): nao.
Q 4.8. Sejam z,y € R tais que z(a, b) + y(c,d) = (0,0). Ou seja

ar +cy =0 [a c}{x} {01
& = , onde
br + dy = 0 b d]ly 0
Logo, a existéncia de z,y € R nao nulos para que a combinacao linear de (a,b) e (¢, d) seja
a nula equivale a existéncia de solugao nao trivial do sistema de equagoes lineares homogéneo

com matriz de coeficientes com vetores coluna (a,b) e (¢, d); o que, por sua vez, equivale a
determinante de dita matriz ser igual a zero.

a ¢
b d = ad — bc.

Q 4.9. Seja Bxn € Sy = {Tux1 € R" | Bx = 0}. Entao, Sy C M(n,1) e Sy # 0 pois
Onx1 € So. Além disso, se z,y € S e o, € R temos Blax + fy] = Blax] + B[fy] =
aBxr + By = a0 + 0 = 0. O que implica que ax + By € Sy. Ou seja, o subconjunto nao
vazio Sy é fechado por combinacoes lineares: um subespaco. A dimensao de Sy coincide com
a nulidade de B.

Q 4.10. Sejam By,x, € M(m,n), bypx1 € M(m, 1), S, = {1 € R" | Bx = b} e b # 0.
Entao 0 = B0 # b implica que S, nao é subespago vetorial de M(n,1). S, poderia ser
inclusive vazio pois o sistema pode ser incompativel. Suponhamos que é o caso em que ha
alguma solugao Z do sistema nao homogéneo. Assim, se tivermos qualquer (outro) elemento
x € S, obtemos 0 = b —b = Bx — BT = B[z — 7] garantindo x — Z € Sy (vide exercicio
anterior 4.9). Ou seja, © € S, se e somente se © € Sy + Z. Resumindo, quando S, # ()



IE-UFRJ 173

temos S, = Sy + T (translagao do subespago Sp; i.e., uma variedade afim) para qualquer =
fixado em S,. No exemplo especifico observe que para y = 0 a escolha x = z = 1/3 gera
uma solucao de modo que 7 = (1/3,0,1/3)T € S, com b = (1,1,0)T. Observe ainda que
obviamente (0, 0,0)7, que é o neutro de R?, nao é solucao deste sistema corroborando o fato
de nao ser subespaco vetorial. Da discussao acima

Sy = (1/3,0,1/3)" + So.
Q 4.11. 1. a=0b=c=0 (vide exercicios 4.9 e 4.10).

2. F=5Sy={r €R®| Bx =0 onde B ¢ a matriz de coeficientes do sistema. Aplicando
eliminacao sobre a matriz ampliada do sistema homogéneo obtemos

2 4 —6 | 0 11 4]0
11 40| < |02 —14]0
06 —14 | 0 06 —14 | 0
[1 1 4 ] 0]
< |01 =710
00 —28 | 0

Entao, o posto de B ¢ 3 e sua nulidade é 0. Assim dim(F)=0e F = {(0,0,0)7}.
3. dimF = nulidadeB.

Q 4.12. Observe que
2a a+2b B 2a a n 0 2b
0 a—>b - 0 a 0 —b
B 2 1], [0 2
- Yo 1 0 —1

—— ———
A B

= W=Vet{A,B} =W <, M(2,2).

Em particular, se aA + bB = [0]ax2 entao 2a = 0,a+2b=0ea—b=0. Entdo a =0 =b.
Assim, A e B sao linearmente independentes. Logo, Dim(W) = 2. Para resolver o item (2)
observe apenas que A = (—1)B.

Q 4.13. Sao subespagos os conjuntos dos itens 1), 2), 3) e 6).
Q 4.14. 1) sim; 2) nao.
Q 4.15. Observe que combinagoes lineares de fungoes limitadas ainda sao fungoes limitadas.

Q 4.16. Tente!.
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Q 4.17. 1): dim(M(n,n)) = n? e a base natural formada das n? matrizes obtidas percor-
rendo o um ao longo de todas as entradas (enquanto as entradas restantes sao iguais a zero).
2): base {1, x, 2% ..., 2"}, dimensao n + 1.

Q 4.18. As linhas de B sao obtidas via operacoes elementares por linhas, que fora per-
mutagoes de ordem, sdao operagoes de soma e/ou multiplicagdo por escalar; ou seja, as linhas
de B sao combinagoes lineares das linas de A; assim com as linhas de A sdo combinagoes
lineares das linhas de B.

Q 4.19. (2,-3,2,2) € F =Vet{(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,1)} = {(z,y, 2, 2), =,y,z € R}
possui dimensao 3, que é diferente da dimensao de R*.

Q 4.20. Sabe-se que

V =F + Fy =vet{uy, ..., un} +vet{vy,... v} = {Z o + Zﬁjvj; a;, B € R}
i=1 =1

(. J/
g

vet{u1,...;Um,VU1,...,Un }

e que se

Xm:aiui—i—zn:ﬁjvj =0= Zm:()éiui = —anﬁjvj su=veFNk= {0}
i—1 j=1 i=1

Jj=1
—_— —
ueFy vEFY
Ou seja, u = v = 0; logo, Y ", ayu; = 0 e assim, pela independéncia linear de wuy, ..., Un,
a; =0 =--- = q,,; analogamente, Z;’:l Bjv; = 0 e, consequentemente, 31 =0 = --- = 3,.
Desse modo, pode-se concluir que {uy, ..., Up,v1,...,0,}, além de gerador, é um sistema

LI; ou seja, uma base de V.

Se a hip6tese Fy N Fy = {0} nao for observada perde-se a independéncia linear do sistema;
por exemplo, R? é soma dos planos z = 0 e z = 0:

R? = vet{(0, 1,0), (0,0,2)}+vet{(3,0,0), (0,4,0)} e {(0,1,0),(0,0,2),(3,0,0),(0,4,0)}
sao LD.
Q 4.21. Siga a dica.

Q 4.22. Uma base em F' é um sistema LI em V, que podera ser completado até formar uma
base de V.

Q 4.23. Note que P é um subespaco vetorial de F(R,R) (consulte a questao 4.2). Obvi-
amente, combinagoes lineares de polinomios de grau menor ou igual a n continuam sendo
polinémios de grau menor ou igual a n e assim P,, é subespaco vetorial de P. Aplique entao
a questdo anterior, 4.22, e a questao 4.17-(b) para concluir que n + 1 < dim(P), Vn € N.
Para o item d) observe que P é subespaco vetorial de C*.
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4.6.1 Coordenadas de um vetor e mudanca de base

Q 4.24. 1/3, —1/3 e 1/3 respectivamente.

Q 4.25. Os polinomios 1 — 3, 1 — 2, 1 —t e 1 sao obviamente LI pois possuem graus
diferentes e, sendo 4 elementos LI de um espago vetorial de dimensao 4 (questao 4.17-(b)),
formam uma base. Além disso,

a(1=)+a(l—*)+as(1—t)+ay-1=at’ + bt +ct +d &

e

—ait3—agt?—ast+ai+ast+as+ay

0= —a,0p=—b os = —c.as=a+b+ctd
Logo,
-1 -1 0
[+ +t+1]p = j , [Pl = 8 , [ts = _01 :
4 1 1
0 —2
Pla=| | e Resd=| 0
1 )
Q 4.26. Temos
e I B A I
logo,
I B Bl P R
Assim,
O P A P A A P v A A vl
et Iy LA S
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Por 1ltimo, se um dado vetor v tem coordenadas na base 8; dadas por [v]s, = (4,0)" entdo

b= = [ 3 1] (4] [ 3]

SER RN ES

_ b _ A8 B1 _ -
vy = (sl = (11, (5 e, = — = 5 s,
[v]g
¢ 1 2 0 —4 —2
e I R il
1
Q 4.27. [U]a = 1 [§ o
—4

Q 4.28. Note que 8 = {(1/2, —\/_/2 (v/3/2,1/2)}; logo,

13 = [ 2 i] ‘ [f]‘;/:(mz’)‘lzl

Q 4.29. [1]7 = { _01 1}2 } [1)3: = { _01 j } e 13 =17 - [1)3.

4.6.2 Questoes da ANPEC
ANPEC (2003 Q5-(0-2)). Assinale V (verdadeiro) ou F (falso):

V (0) Se vy e vy s@o vetores linearmente independentes no R", entao vy + %vg e 2u; + 2vy S0
linearmente independentes no R".

Solucgao. Suponha que v; + %vg e 2v1 + 2v5 sao linearmente dependentes. Entao, existe

a € R tal que
1 1 vi,vg Li 1 1 1
’01+§U2 = a(2v14219) & (1— 204)1}14—(5—204)1}2 =0 & 1-2a=0= 5—20& S5=7

chegando a uma contradicao.

V (1) Dados vy,vs € R™ € ay,a2,b1,ba € R, se ayjv1 + agvy = byvy + bovy implica a; = by e
as = by, entao vy e vy sao linearmente independentes

Solugao. Observe que .
a1 g

—— —
a1vV1 + AUy = bl’Ul + bg?)g =4 (a1 — bl) U1 + (CZQ — bg) Vo = 0.
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F (2) As coordenadas do vetor (3,—1,1) € R? na base ordenada {v; = (1,0,0),v9 =
(1,1,0),v3 = (1,1,1)} sdo 1 = 4, x93 = —2, x3 = —1, em que z; é a coordenada
em relacao ao vetor v;, i = 1,2, 3.

Solucao. Note que

41)1 + (—2)’02 + (—1)1)3 = ( 4, 0 O)
b (22,0
+ ( ) 1 _1)
= (1,-3,-1)#(3,-1, 1).
ANPEC (2004 Q3-(3)). Assinale V (verdadeiro) ou F (falso) se
2 -1 -3 T . bl
A= 1 -1 1 s T = i) e b= bg
-3 2 2 T3 bs

F (3) Existem duas linhas linearmente dependentes na matriz A.

Solugao. Qualquer par de vetores dentre os vetores linhas de A sao linearmente inde-
pendentes pois nenhum é multiplo de outro.

ANPEC (2004 Q4-(0-3)). Responda V (verdadeiro) ou F (falso):
V (0) Os vetores (1,2,4,-1,5,1), (2,4,-1,-1,0,0) e (6,1,0,2,2,2) sao linearmente independentes.

Solugao. Observe que a matriz quadrada de ordem trés com linhas como sendo as
ultimas trés coordenadas dos vetores dados é de posto maximo:

— _1(_1)2+1

N =
N O Ot
N O =

g ;’+0A22+0A23:10—2:87é0.

F (1) Os vetores (1,3,4), (3,-1,1), (4,6,-1) e (0,1,2) sao linearmente independentes.

Solucgao. R? ¢ um espaco vetorial de dimensdo 3. Logo, qualquer sistema com mais
de trés vetores (4 ou mais) é linearmente dependente em R3.

V (2) Os vetores (1,1,1), (1,2,3) e (0,1,2) sao linearmente dependentes.

Solugao. Observe que
(0,1,2) = (1,2,3) — (1,1,1).
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ANPEC (2005 Q2-(3)).F (3) Osvetoresv; = (1,—2,1,1),v9 = (2,1,0,1) evs = (1,0, 1,0)

sao linearmente dependentes.

Solugao. Sao L.I. pois o posto da matriz associada (com ditos vetores nas sua linhas)
é 3.

1
2
1

O = N

1
0
1

S = N

1 11
1| = 0 1 |=0As+1(-1)*"
0 10

_i 1 ‘+0A33 = —1(—2-1) #0.

ANPEC (2006 Q1-(4)). Avalie as afirmativas abaixo se A = [ (1) (1) }:

V (4) Qualquer vetor (z,y) é combinagao linear dos autovetores de A.

Solucgao. A, sendo simétrica, ¢ diagonalizével; ou seja, R? admite base de autovetores
de A; desse modo, qualquer vetor (z,y) é combinagao linear dos autovetores de A.

ANPEC (2009 Q3-(1)). Seja T : R?* — R3 dada por T(z,y,2) = (2,2 — y, —2).
V(1) {(0,1,0), (1,0,—1)} é uma base da imagem de T

Solugao. Tentemos calcular a imagem de T: dado (a, b, c) € R? existe (z,y, z) € R3 tal que
T(z,y,z) = (a,b,c)? Ou seja,

(z,x —y,—2) = (a,b,¢)? & z=a,z—y=0b, —z=c?
E a resposta é sim, existe tal terna desde que ¢ = —a, sem restrigoes para b, i.e.,
Im(T) ={(a,b,—a) | a,b € R}.

Obtenhamos agora uma base desse subespaco vetorial, para isto observe que um elemento
qualquer da imagem pode ser descrito na seguinte forma

(a,b,—a) = (a,0,—a) + (0,0,0) = a(1,0,—1) + b(0,1,0), a,b€eR.

De modo que Im(T) = Vet{(0,1,0), (1,0,—1)}. Note ainda que os vetores do sistema
{(0,1,0), (1,0,—1)} s@o linearmente independentes. De fato

a(1,0,—1) + b(0,1,0) = (0,0,0) < (a,b, —a) = (0,0,0) < a = 0 = b.
Consequentemente, {(0,1,0), (1,0,—1)} é uma base da imagem de 7.

ANPEC (2010 Q10-(0-3) ). Julgue as afirmativas:
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V (0) S={(z,y,x+vy) € R®| 2,y € R} é um subespaco vetorial de R? e a dimensdo de S é
2;

Solugao. Observe que para =,y € R,
(x,y,2+y) = (2,0,2)+(0,y,y) = 2(1,0,1)+y(0,1,1) = S =Vet{(1,0,1),(0,1,1)}.

Logo, S é um subespaco finitamente gerado e sua dimensao é 2 pois é gerado por dois
vetores linearmente independentes.

F (1) {(1,2,3),(4,5,12),(0,8,0)} é base de R?;
Solucao. Note que esses vetores sao linearmente dependentes:

3
12 - 0A31 + 8A32 —|— OA33 - 8(—1)3+2
0

1
1 3
81 L1 ‘_—8(12—12)_0.

co Ut N

V (2) Se u, v e w sao vetores linearmente independentes, entdo v + w, u + w e u + v s@o
também linearmente independentes;

Solucgao. Sejam a, b, c € R tais que
av+w)+bu+w)+clu+v)=0=(a+c)v+ (b+c)u+ (a+bw=0
entao, pela independeéncia linear de u, v e w,
a+c=0=b+c=a+b=>a=b=c=0;

o que prova a independéncia linear dos vetores v + w, u + w e u + v.

F (3) Se S é um subconjunto de R* formado por vetores linearmente dependentes, entao
podemos afirmar que S tem 4 elementos ou mais;

Solugao. Considere por exemplo S = {(0,0,0)} ou também S{(1,0,0),(2,0,0)}.

ANPEC (2011 Q6-(1)). Considere a transformagao linear L : R* — R? definida por

T 1 01 T
Ll y =111 2 Y
z 21 3 z

Julgue a afirmativa:

V (1) Se v € R3 é tal que v7 = (—1,—1,1), entdo {v} é base para o Nticleo de L.
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Solugao. L(v) = 0 se e somente se

1017 /= 0 101 |0 1010
112||yl=(0] ¢« |112]0]laslo11]o0
21 3|\ 2 0 2130 0110
(1 0 1 | 0]
“ 01 1] 0|ey=—2 Ax=-z
0000
& ve{(-z-22)7" ze R} ={z(-1,-1,1)T; z € R}.

Logo, {(—1,—1,1)T} ¢ base para o Niicleo de L.
ANPEC (2015 Q15-(3)). Analise a veracidade das seguintes afirmagoes:

F (3) Seja V um espago vetorial de dimensao n, com n inteiro positivo. Entdo um conjunto
de n + 1 vetores é mais do que suficiente para gerar todo o espaco.

Solucgao. Os vetores podem ser L.D. e gerar um subespago com dimensao menor a n.
Por exemplo, em R?, {(1,0),(2,0),(3,0)} gera apenas R x {0}.

ANPEC (2018 Q12-(4)). Verifique a veracidade das questoes abaixo, considerando que o
conjunto V = R3 é um espaco vetorial sobre o corpo dos reais dotado com o produto interno
usual:

F (4) E possivel achar 4 vetores em V', diferentes do vetor nulo e que sejam ortogonais entre
Si.

Solugao. V é um espago vetorial de dimensao 3; logo, qualquer sistema com 4 ou mais
vetores em V' é necessariamente L.D. (vide Proposigao 4.40). Sejam v; € V', 4 vetores
nao-nulos quaisquer e suponha, por contradicéo que sejam ortogonais entre si. Pela
dependéncia linear, existem escalares oy, 1 = 1,2, 3,4, nem todos nulos e tais que

4 4
0, = Z%Ui = 0= (0,,v;) = Za Vi, Vj) Zai<vi,vj> = qajl|v;|]?, Vi
i=1 =1

pois (v;,v;) =0, ¢ # j. Entao, algum vetor é nulo: uma contradigao.



Capitulo 5

Transformacoes Lineares

Dedicaremos este capitulo ao estudo das fungoes lineares (aditivas e homogéneas de grau um)
entre espacos vetoriais. Pode parecer pouco relevante se comparado ao vasto universo das
funcoes nao lineares em geral mas, a teoria de aproximacao local se encarrega de aproveitar
a simplicidade destas fungoes face a complexidade das nao lineares.

Definigao 5.1. A fungao F' : V — W definida entre o dominio V' e o contradominio W, em
que V(K), +,- e W(K), +, sdo espacos vetoriais sobre o mesmo corpo escalar K, é chamada
de transformagao linear quando satisfaz a seguinte propriedade

Fla-u+p-v) =o' Fu)+8F@), Yu,veV, a,Bek (5.1)

Destacamos que as operagoes que definem a estrutura de espaco vetorial em V' e W nao
precisam ser as mesmas; ou seja, a soma ou a multiplicagao por escalar de V(K), 4, - pode ser
diferente da operacdo correspondente do espaco W (K), +,°; contudo, é usual na literatura
tratar as operagoes com as mesma simbologia; assim, (5.1) torna-se, simplesmente,

Fla-u+p-v)=a-Fu)+p-F), YuveV, afeck

Exemplo 5.2. A funcao que calcula o trago das matrizes quadradas de nimeros reais é uma
transformagao linear entre o espago vetorial V' = M(n,n) (i.e., M(n,n)(R),+,-) e o espago
vetorial W =R (i.e., R(R), +, ) e, obviamente, a soma no universo das matrizes é diferente
da soma em R; assim como a multiplica¢ao por escalar: Tr : M(n,n) — R, em que

Tr(A) =ai; + asn + - - + apn, VA = [aijlnxn € M(n,n).
Logo, quaisquer que sejam as matrizes A, B € M(n,n) e as constantes reais « e [3 tem-se

Tr(aA+ pB) =Tr(aA)+Tr(fB) = aTr(A) + Tr(B).

181
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Destacamos, a seguir, que conceito de linearidade pode ser desmembrado em duas propri-
edades elementares (uma para cada operacao da estrutura dos espagos vetoriais): aditividade
e homogeneidade de grau um.

Proposicao 5.3. F : V — W € uma transformacao linear se e somente se
F(u+v) = F(u) + F(v), Yu, veV (aditiva) e
F(au) = aF(u), VueV, acK (homogénea grau um).

Demonstracao. Suponha que F' é linear. Entao, aplicando (5.1) com o = 1 = 3 obtém-se
a aditividade; e com 8 = 0, a homogeneidade de grau um. Por outro lado, se F' é aditiva e
homogénea de grau um entao, para qualquer combinacao linear au + Sv tem-se

F(\O@_L/jL\ﬁjJ/) = F(4) 4+ F(0) = F(au) + F(Bv) = aF (u) + SF(v).
E 0 aF(u)  BF(v)

Exemplo 5.4. f: R — R; f(z) = 2z, Vx € R, é uma funcao linear. De fato,

fla+y)=2c+y) =20+2 = f(x)+ fly) e [flex)=2(cx) =c(2r) = cf(z).

Exemplo 5.5. f: R — R; f(z) = 22, Vx € R, ndo é uma fungao linear (¢ nao-linear). Note
que f nao é homogeénea de grau um, por exemplo,

f(37) = (3z)* = 927 # 32° = 3f(x).
Exemplo 5.6. g : R — R; g(z) = 2z + 1, Vo € R, ndo é uma funcao linear. Note que g nao
¢é aditiva:
gx+y) =2 +y)+1=20+1+2y=g(z)+9(y) — 1 # g(z) + 9(y).

Observe que a funcao g do exemplo acima é uma translacao da funcao linear 2x; ou seja,
g é uma funcao afim e, mesmo afim, nao atende a definicao de linearidade. Neste caso, um
outro detalhe poderia ter facilitado a andlise: ¢(0) = 1 # 0. Mostraremos a seguir, que a
condicdo F(Oy) = Ow ¢é necessaria para a linearidade (nao é, obviamente, uma condigao
suficiente como mostra o exemplo da fungao z?).

Proposigao 5.7. Se F : V. — W ¢é uma transformagao linear entao F(Oy) = Oy .

Demonstracao. Da homogeneidade da grau um e fixando o escalar a = 0 temos, para um
vetor qualquer fixado em V,

F(Oy) = F(0-u) =0 F(u) = Oy.
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Exemplo 5.8 (A aplicagao nula). F': V. — W tal que F(v) = Ow, Yv € V, é obviamente
linear. De fato,

Ow=F(a-u+p-v)=a-Oy+ -0y =a-F(u)+ - F(v).

A aplicagao nula, normalmente denotada O, é o neutro do espaco vetorial das funcoes
lineares entre Ve W, L(V,W): Note que L(V,W) C F(V,W) e que se f e g s@o lineares
entao também sao lineares as fungoes soma, f + g, e multiplicacao por escalar ¢, cf; ou seja,
L(V,W) é um subespago vetorial do espaco vetorial das fungoes entre V e W, F(V,W).
Além disso, se T': V — W é linear entao, T+ O =T.

Exemplo 5.9 (Expansdo/contracao uniforme). Fixados k € R e V(R),+, -, defina F' : V —
V' pondo,
Fw)=k-wv, YveV.

Entao, F' é obviamente linear. Observe que se k = 1 entao F(v) = v, Yv € V; ou seja, é
a funcao identidade de V. Se, ainda, V for normado entao ||F(v)|| = |k| - ||v]|; assim, se
|k| > 1, F expande a norma do vetor (||F(v)|| > ||v||, v # Ov) e se |k| < 1 entdao F' contrai
a norma do vetor (||F(v)|| < ||[v]|, v # Oy, k # 0 - k = 0 é o caso particular do operador
nulo).

Exemplo 5.10 (Operador de multiplicagdo por uma matriz). Seja V= R", W = R™ ¢
A = [aij]mxn uma matriz de nimeros reais. Defina F': R" — R™ como sendo a fungao que
a cada x de R", identificado com uma matriz coluna, associa o vetor F'(x) = Az. Usando as
propriedades do produto matricial obtém-se a linearidade de F'. Este operador costuma ser
denotado por T4 ou, simplesmente, A.

Exemplo 5.11 (Rotacdo em angulo ). E o operador linear T4 : R?2 — R? associado &
.| cos(0) —sen(0)
matriz A = sen(6)  cos(0)

Note que para qualquer vetor nao nulo u,

(u, Au) _ uy(urcos(8) — ugsen(d)) + ua(uysen(d) + uscos(6))
[ful[[] Aul] [|ul[?

_ uicos(0) + u3cos(0)) _ cos().
[|ul[?

5.1 Nicleo e imagem

Dedicamos esta secao as questoes relativas a injetividade e sobrejetividade de fungoes lineares,
que permitem um tratamento relativamente simples se comparado a contraparte nao-linear.
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Defini¢ao 5.12. O nicleo (kernel) de uma transformacao linear T : V' — W é o conjunto
N(T)={veV; T(v) =0w} e aimagem de T' é o conjunto Im(T) = {T'(v); v € V}.

Exemplo 5.13. No caso do operador de multiplicacdo pela matriz A (Exemplo 5.10),
N(A) = {z € R* Az = 0} ¢é o conjunto solu¢do do sistema de equagoes lineares ho-
mogéneo Ar = 0 ¢ Im(A) = {Az; © € R"} corresponde ao espago vetorial gerado pelos
vetores-coluna de A.

Exemplo 5.14. Seja T : R*? — R tal que T(z,y) = x — y. Entao T é obviamente linear,
N(T) ={(z,y) € R* z =y} e Im(T) = R. Para mais detalhes consulte a Figura 5.1.

T(x,y) =z —y

T:R*?—>R Im(T)

N(T) = {(z,z);z € R} Im(T)=R

Figura 5.1: Nucleo e imagem de T'(z,y) = = — v.

Proposicao 5.15. Seja T : V — W linear. Entao N(T') é subespago vetorial de V' e Im(T),
de W.

Demonstracao. N(T) C V e Im(T) C W, por definigao; além disso, O, € N(T) e O, €
Im(T) pois T(O,) = O, sendo linear. Suponha entao que u,v € N(T) e a, 8 € K; vamos
provar que au + fv € N(T):

T(ou+ pv) = aT(u) + T (v) = aOy + O, = O, = au+ pv € N(T).

De forma andloga, se wy,ws € Im(T) entao existem vy,vy € V tais que w; = T(vy) e
ws = T(13); logo,

awy + Pwe = aT(v1) + BT (v2) = T(awvy + Pug) = T(v) = w € Im(T).
—_————— —_————

w veV
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[l
Proposigao 5.16. Seja T': V- — W linear. Entao T € injetora se e somente se N(T') = {0}.

Demonstracao. Suponha que 7" é injetora e que v € N(7T'). Entao
T(v) = 0y =T(0,) = v = Oy;

ou seja, N(T') C {O,} e assim, N(T') = {O,} (pois sempre vale {O,} C N(T)).
Para a volta, suponha que N(T') = {O,} e que z,y € V sejam tais que T'(z) = T(y). Entao,

Tx)—T(y) =0, =T(x—y)=0p=2—yeNT)=2—y=0,=1=1y;
0 que prova a injetividade de 7. [l

Teorema 5.17 (Nucleo e imagem). Seja V' um espago vetorial de dimensao finita e T -V —
W, uma transformacao linear. Entao

dim(N(T)) + dim(Im(T)) = dim(V).

Demonstragao. Seja {vy,vs,...,v,} base do subespago vetorial N(T') e , completando dito
sistema L.I. em V., {v,v9,... v, u1,Us, ..., Uy}, base de V; isto suposto que dim(V) =
n+m e dim(N(T)) = n; logo, precisamos provar que dim(Im(T)) = m. Defina w; =
T(uy),ws = T(uz),...,wy = T(uy) de modo que {wq,ws, ..., w,} é um sistema com m
vetores dentro do subespacgo vetorial Im(7T). Basta provar que este sistema é uma base de
Im(T), i.e., gerador e L.I.: se w € Im(T) entao existe v € V tal que w = T'(v) e assim,
existem aqy, as,...,a, € by, ..., b, tais que v = ajvy + - - - + apv, + biuy + - + by, €

w = T(avy + -+ apvy + biug + -+ + bpuy,)
= 1T (v1) +- -+ a, T(vy,) +b1 T(ug) + -+ + by, T(wy)
~— —— ~—— ——

Oy Ow w1 Wim,

= bywy + -+ bpwy, € Vet{wy, ..., wy};
ou seja,
Im(T) C Vet{ws,...,wn} = Im(T) = Vet{wy, ..., w,} (gerador).
Quanto a independéncia linear, suponha que byw; + - - - b,w,, = Oy; ou seja,

biT(ur) + -+ by T () = Oy <= brug + -+ + by, € N(T).

~~ ~\~
Lembrando que {vy,vs,...,v,} é base do N(T'), pode-se concluir que existem escalares
ai,as,...,a, tais que

biuy + -+ + by, = a1vy + -+ apUn S (—a1)vr 4+ (=)o +bius + -+ byt = O,

g
u
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Como o sistema {vy,vg, . .., Uy, U1, Us, . .., Uy} é L1, pode-se concluir que —a; = 0 = —ay =
- = —a, e também, by =0, by =0,..., b, = 0; 0o que prova a independéncia linear de
W1, Wa, « ..y Win- L]

Corolario 5.18. Seja V' um espaco vetorial finitamente gerado e T : V. — W, uma trans-
formacao linear. Se dim(V') = dim(W) entdo T € injetora se, e somente se, T' € sobrejetora.

Demonstragao. Pelo Teorema 5.17, do niicleo e imagem, e pela hipdtese dim (V') = dim (W)
temos

dim(W) = dim(V') = dim(N(T)) + dim(Im(T)).
Por outro lado, T' é injetora se, e somente se, N(T) = {O,}; ou seja, se, e somente se,
dim(N(T)) = 0; que por sua vez, substituindo na equagao acima, equivale a
dim(W) = dim(Im(T)) & W = Im(T) (sobrejetora).
O

Corolario 5.19. Seja V' um espaco vetorial finitamente gerado e T : V. — W, uma trans-
formacgao linear injetora. Se dim(V') = dim(W) entao T transforma base de V' em base de
w.

Demonstragao. Do Coroldrio acima, T é uma bijegao linear; logo, se {uy,...,u,} é base
de V entao

W = Im(T)={T(u);ueV}= {T (i: aiui) ca; € K} = {2”: a;T(u;);a; € K}

i=1 1=1

= Vet{T(uy),...,T(un)}.

Por outro lado,

iCLlTOLJ = Ow & T (i aiui) = Ow =4 iaiui S N(T) = {OU} ~ iaiui = Ov,
i=1 i=1

i=1 =1

e, da independéncia linear do vetores uq,...,u, decorre a; = 0,...,a, = 0 e, assim, a
independéncia linear de T'(uy), ..., T (uy). O

5.2 Matriz de representacao

Do Exemplo 5.10 sabe-se que toda matriz A gera uma transformacao linear via a operagao
de multiplicagao T4. Mostraremos, nesta secao que a volta é valida em dimensao finita; ou
seja, se T" é uma transformacao linear entre espacos vetoriais de dimensao finita entao T
pode ser representada como um operador de multiplicacao por uma certa matriz.
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Seja T : V. — W linear, e v = {vy,v9,...,v,} uma base em V. Entao, os vetores
T(v1),T(vs),...,T(v,) definem unicamente 7. De fato, qualquer v € V possui tnicas co-
ordenadas [v]s = (21,2, ...,7,)T na base §; ou seja, existem tinicos escalares z1, Ta, ..., T,
tais que

V=TV + TV + +** + TpUp.
Entao, pela linearidade de T,
T(v) =T(x1v1 + 202 + - - + 2,0,) = 21T (v1) + 22T (v2) + - -+ + 2, T (vy,).

Se fixarmos ainda uma base § = {wy, wa, ..., w,} em W, cada T'(v;) terd uinicas coor-
denadas nessa base e, consequentemente, apds algum esforgo algébrico, podemos chegar a
relacao

[T()ls = 21 [T(v)]s + 22T (02)ls + - Faa[T(wa)ls =A | 1 | =A -],  Veel,
em que
Apsen = [ [T(1)ls [T(v2)]s -+ [T(vn)s ]

Dita matriz A é chamada matriz de representacao de 7" nas bases v de V e 6 de W e
denotada A = [T]]. Com isto, qualquer transformacdo linear entre espagos vetoriais finita-
mente gerados pode ser identificada com um operador de multiplicacao por uma matriz ou,
simplesmente, com uma matriz. Resumindo,

Teorema 5.20. Seja T :V — W linear; v, uma base em V'; e §, uma base de W. Entdo
[T)ls = [T]5 - [vly,  VveV
Em particular,
dim(N(T)) = nulidade([T]}) e dim(Im(T)) = posto([T]}).

Exemplo 5.21. Construa uma transformacao linear que rotacione os vetores de R? em
+7/2.

Solugao. Considere a base natural o = {(1,0),(0,1)} de R? e rotacione apenas esses dois
vetores; ou seja, defina

R(1,0) =(0,1) e R(0,1)=(—1,0).
Entao, para qualquer outro vetor (z,y) de R? tem-se

R(z,y) = R(x(1,0) + y(0,1)) = 2 R(1,0) +y R(0,1) = 2(0,1) + y(—1,0) = (—y, x).

(0,1) (—1,0)
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No caso, a matriz que representa R da base canonica de R? pra prépria base canonica é

L N CRDAR R

]

Exemplo 5.22. Determine a matriz que representa 7' : M(2,2) — M (2,2), definida por
T(A) = AT na base 3 = {M;, My, M3, M,} em que

10 01 00 00
e R ) B ) IR

Solugao. Note que

T(Ml) = Mh T(MQ) = M3’ T(Mg) = M2 e T(M4) — M4’

logo,
1 0] 0 0
0 0 1 0
TOM)s=| o | CORY =[] TOLL=|,| ¢ TOM)s= |,
0 0 0 1
e colocando ditos vetores por colunas, respeitada a ordem, obtém-se a matriz de representacao
(1.0 00
g5 10010
[T]ﬁ 10100
0001

O

Exemplo 5.23. Determine a matriz que representa D : P<o — P<1, que a cada polinomio de
grau menor ou igual a dois associa a sua derivada, D(p(z)) = p/(x), e da base v = {22, z, 1}
para a base 0 = {x, 1}.

Solugao. D(z?) =2z, D(z) =1, D(1) = 0. Entao

Em particular, pode-se calcular a derivada de p(z) = az? + bz + ¢, multiplicando suas

coordenas (a, b, ¢)’, na base v, pela matriz [D]]:

200]“ [2a

[p’(x)](;:{() Lo b | = b}:p'(x):2a‘x+b~1:2a:c+b.
c
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5.3 Operadores lineares: autovalores e autovetores

Nesta secao trataremos transformagcoes lineares com dominio igual a contradominio, ou seja,
T :V — V linear do espaco vetorial V = V(K), +, - nele préprio de modo que para cada
v € V, T'(v) pertence ao mesmo universo V'; caso em que a transformacao linear é usualmente
chamada de operador linear. Assim, dizemos que o escalar A € K! ¢ autovalor de T se existe
v eV, v # O, tal que T'(v) = Av. Nesse caso, v é chamado autovetor associado a A e
define-se o auto-espago associado a A como sendo conjunto V) = {v € V; T'(v) = \v}.

Observacao 5.24. Quando v # O, é autovetor de T tem-se que v e T(v) s@o vetores
co-lineares; ou seja, T'(v) é um elemento da reta {tv; ¢t € K}.

Observacao 5.25. Se T': V — V é um operado linear com nucleo nao trivial, i.e., T' nao é
injetora, entao N(7') é um auto-espago e esta associado ao autovalor A = 0.

Exemplo 5.26 (Operador Nulo). Considere T': V — V; T'(v) = O,, Vv € V, em que V é
um espago vetorial de dimensao positiva (nao trivial). Entao,

O,=Tw)=Xv, v#0, <=0
logo, A = 0 é seu unico autovalor e o autoespacgo associado ¢é todo o espaco vetorial V:
Vo={veV; Tw)=0-v=0,}=1V.

Exemplo 5.27 (Operador Identidade). Considere T : V' — V; T'(v) = v, Yv € V, em que
V' é um espaco vetorial nao trivial. Entao,

v=TwW)=Xv, v#0, < A=1;
logo, A = 1 é seu tnico autovalor e o autoespago associado é todo o espago vetorial V:
Vi={veV; Tw)=1-v=0v}=V.
Proposicao 5.28. Se A € K é um autovalor da transformacao linear T :'V — V entao V)
é um subespaco vetorial de V.

Demonstracao. Da definicao decorre que V) é um conjunto nao vazio contido em V', su-
pondo que A seja autovalor. Por outro lado, se vy, vs € V) e ay,as € K entao
T(a1v1 -+ 0421)2) = T(’Ul) +aQo T(’UQ) = Oél)\’Ul + CYQ)\UQ = )\(0417)1 + 0421)2);
S—~— SN—~—
Avy Ava

ou seja,
a1V + Uy € V,\, VUl, Vg € V)\, o, 0 € K.

O

LA definicdo de autovalor poderia ser tratada em corpos de escalares mais gerais que os reais, como os
complexos, desde que V seja um espago vetorial sobre esse mesmo corpo escalar.
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Exemplo 5.29. Considere T : R? — R? definida por T'(z,y) = (z,0) para todo (z,y) € R?.
Entao T'(z,y) = A(x,y) se e somente se

(,0) =\, \y) =\ AN 0=y (x=0vi=1 A (A=0Vy=0)
Logo, A =0 e A =1 sao autovalores de 7', V; = {0} x Re V; =R x {0}.

Exemplo 5.30. Voltando ao operador de multiplicacao por uma matriz A, Exemplo 5.10,
com m = n, Az = Az se e somente se [A — M|z = 0. Assim, A é autovalor se e somente
se existir solucao nao trivial do sistema de equacoes lineares homogéneo com matriz de
coeficientes A — AI; ou seja, se e somente se Det(A — AI) = 0. Nesse caso, V), = {z €
R"™; [A — M]x = 0}.

Definigao 5.31 (Polinémio caracteristico). Fixada a matriz quadrada A, de nimeros reais,
o polinomio caracteristico de A é o polindomio obtido, na variavel A € R, calculando o
determinante da matriz A — A\I:

pa(N) = Det(A — \I).

Exemplo 5.32. Determine o polinomio caracteristico da matriz A = [ (1] g } e use dele
para calcular os autovalores e autoespacgos de A.
- 1 2 10 1—-Xx 2
Solugao.A—/\I—[O?)]—)\[O 1]—[ 0 3_)\],logo,
pa(\) = Det(A— M) = (1 —=A)(3—=X) =\ —4)\+3.
As raizes reais deste polinomio sao \; = 1 e Ay = 3 e, consequentemente, esses sao 0s

autovalores de A. Para calcular os autoespacos associados precisamos resolver os sistemas
lineares [A — M|z = 0 correspondentes:

: [181 331}{“]—{8]@21/_0@%0:%_{(%0);weR}.

X2

Vi:

1-3 2 T . 0 . . . .
[ 0 3_3}[xz]—[O]<:>—2x+2y—0<:>y—x:>‘/1—{(x,x),xER}.

]
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Lembrando que em dimensao finita uma transformacao linear se identifica com sua matriz
de representacao (fixando as bases), a metodologia do exemplo acima pode ser estendida a
qualquer T': V' — V linear com V finitamente gerado. Basta observar que fixada uma base
7 em V o polinémio obtido p(\) = Det([T]7 — AI) no muda se mudarmos a base 7 a uma
base §; e logo, A = [T]] para B = [T']} (Exercicio). O polinémio p()) é chamado polinémio
caracteristico de T ( e ndao apenas de A ou de B, etc.). Resumindo,

Teorema 5.33. Seja T : V — V linear e V', finitamente gerado. Entao, A € autovalor de T
se e somente se \ € raiz (no mesmo corpo escalar sobre o qual estd definido V') do polinémio
caracteristico de T'.

Demonstracao. Fixe uma base v qualquer em V' e suponha que A = [T]Iy seja a matriz que
representa I’ em dita base. Entao, [T'(v)], = Afv],, Vv € V. Assim, para um dado escalar A,

Tw)=M, v#0,< [T, =[]y, [v]y #[0], & Az =z, z#0.
—_—_. =~~~

Afv]y Alv]y Tnx1 Onx1
O resto da prova decorre da anélise feita no Exemplo 5.30. m

No ¢ verdade, porém, que qualquer operador linear sempre tenha autovalores, como
ilustra o Exemplo 5.21 do operador que rotaciona em angulo de +m/2: R : R? — R?
0 -1
1 0
R? possui o polinomio caracteristico p(\) = A? + 1; polinomio este que nao possui raizes no
corpo dos nimeros reais.

R(z,y) = (—y,x). De fato, a matriz A = [ que o representa na base canonica de

5.3.1 Diagonalizacao

Considere, hipoteticamente, que s, seja o salario de cada funcionario de uma certa empresa
(igualmente pagos) e fx, o nimero de funcionérios dessa empresa no ano k (kK =0,1,2,...).
Suponha ainda que o nimero de empregados cairia pela metade (na auséncia de pagamento
e num periodo) no fosse (uma parcela/indice/porcentagem de) seu saldrio, isto é,

1 1
== — k=0,1,2,3,....
fk+1 ka + 1008k7 07 ) 737

Suponha, por outro lado, que o empregador ofereceria uma reposicao salarial de 25% nao
fosse o ntimero de empregados (que desconta 12.5 u.m. cada), ou seja,

50 5)
= —— - k=0,1,2.3,....
Sk+1 4 fk + 48167 Oa ) 737

Surge entao a questao de determinar o saldrio e o ntimero de funcionérios no longo prazo
sabendo que a empresa inicia (em k = 0) com 50 funciondrios sendo pagos a 1600 unidades
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monetarias cada. Como proceder? Pode-se observar que a informagao é gerada iterativa-
mente:

ferr | _ | 1/2 1/100 | | fi _ _ _ _ A2
|:Sk:+1 | —=50/4 5/4 S, — V=AY, Y =AY = A44Y, = AT,

Yit1 A Yy

(.

Ou seja,
Y, = AYY,, k=1,2,...

assim, determinar a tendéncia de longo prazo depende do estudo das poténcias sucessivas da
matriz A; o que pode ser dificil ou custoso numericamente. H&a suas excecoes, no entanto,
como quando A é uma matriz diagonal, que nao é o caso; o quando A é semelhante a uma
matriz diagonal D, ou seja, existe P inversivel tal que

P'AP =D.

Neste caso,

D? = (P 'AP)(P'AP) = P'A’P, D= D*(P'AP)= (P 'A*P)(P'AP)= P 'A’P ...

e assim sucessivamente, de modo que o dificil calculo de A*¥ pode ser substituido pelo célculo
trivial de DF

D* = pP'A*"P = AF = PD*P™' = lim A" = PD*P7',

k—+4o0

em que D™ é a matriz com os limites correspondentes das sequéncias potenciais {d¥ }>o,
1 =1,...,n, caso existam. A pergunta que fica é: e quando existe P inversivel tal que
P~'AP = D seja diagonal? Note que

P'AP =D < AP = PD

e, representando as colunas de P pelos vetores vy, ... v,, i.e.,

dy 0 - 0
0 dyy -~ 0
P:[Uva"'vnana e D= . . . .
0 0 - d,,
tem-se AP = PD se, e somente se,
[AUl A’Ug SR A?Jn] = [dllvl doovy -+ dnnvn] =4 A’UZ‘ = diﬂ)i, 1= 1, e, N

Ou seja, A é semelhante a uma matriz diagonal caso existam n autovetores linearmente
independentes para a matriz A em R"™, e apenas nesse caso (aqui a independéncia linear
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decorre da condigao P inversivel; ou seja Det(P) # 0 - posto méximo). Noutras palavras, A
é semelhante a uma matriz diagonal se, e somente se, existe base de autovetores de A em R".
Nesse caso, a matriz P que possui ditos vetores por coluna é chamada matriz diagonalizante;
mais ainda, essa matriz corresponde a matriz de mudanca de base da base de autovetores para
a base canonica. Por outro lado, a matriz diagonal semelhante é formada pelos autovalores
de A. Esta ideia serd estendida para operadores lineares em geral na Definicao 5.34, mais
adiante. Por ora vamos voltar ao nosso problema hipotético:

| 1/2 1100 1| 2 1/25 B
A‘{—50/4 5/4 }—1{_50 5 ] pe(B) =578+ 12.

~ ~ - (B=3)(6-4)
B

Assim, f; = 3 e 5, = 4 sdo os autovalores B e, consequentemente, \; = 3/4 e Ay = 1, os de
A. Por outro lado, os autoespacos sao os mesmos:

_ -1 1/25 z| |0 B -
Vi, - {_50 5 } {y] = [0] <y =25x =V, =Vet{(1,25)}.
‘ -2 1/25 x| |0 - -
Vi, {_50 1 } {y] = [O] <y =50x =V, = Vet{(1,50)}.
Logo, v1 = (1,25) e v, = (1,50) formam base de autovetores em R? e a matriz diagonalizante
¢ P=[vl vl = 215 510 . Além disso,
_ 1[5 -1 3/4 0 (3/4)* 0 00
1_ - — k _ oo __
P _25{—25 1}’D {o 1}’D { o 1] P 0 1]

o e [1 17700 2 —L71 [ -1 1/25
A_PDP_{2550 0 1 =50 2 |

No longo prazo,

- 0w =1 12570 £ [ ot s0/25
i vemve =i | S | D =[]

e, lembrando que f; = 50 e sy = 1600,
lim f, = =50+ 1600/25 = 14 e lim s, = —50%42-1600 = 700 u.m.

k—4o00 k—+o00
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Definicao 5.34. Uma transformacao linear 7" : V' — V ¢ dita diagonalizédvel se existe um
base em V' cujos elementos sao autovetores de 7.

Observe que em dito caso, denotando os autovalores por A\;, Ao, ..., A, e a respectiva base
por v = {v1,v9,...,0,}, em que T'(v;) = \v;, obtemos
A1 0 0
0 A2 0
[T'(v1)], = : o [T(v)]y = : oo [T(on)ly = .
0 0 An
Logo,
A 0 0
., 0 X 0
0 0 An

Ou seja, nesse caso T’ possui uma matriz de representacao diagonal.

Proposicao 5.35. Se T : V. — V € linear, dim(V) =n e T possui n autovalores distintos
entao T ¢ diagonalizdvel.

A demostragao dessa proposicao é consequéncia direta do lema a seguir.
Lema 5.36. Autovetores associados a autovalores distintos sao linearmente independentes.

A proposicao acima nao esgota, obviamente, as possibilidades para um operador linear ser
diagonalizavel. Por exemplo, a identidade em dimensao n > 2 é obviamente diagonalizavel
e possui apenas um autovalor, A = 1; o detalhe é que esse 1inico autovalor fornece todos
os n autovetores l.i. necessarios. Logo, o essencial, para T' ser diagonalizavel conhecida a
dimensao n do espago V', é que a soma total das dimensoes de seus autoespacos seja n.

Proposicao 5.37. Se T : V. — V ¢ linear, dim(V) =n e T possui k autovalores distintos
Ni, 1=1,...,k, k<n, entao T é diagonalizavel se e somente se

k
Z Dim(Vy,) = n.
i=1

A dimensao do autoespago V é conhecida como dimensao geométrica (d.g.) do autovalor
A; assim, o resultado acima poderia ser descrito como: “T é diagonalizavel se e somente se
a soma das dimensoes geométricas dos seus autovalores coincidir com a dimensao do espago
vetorial V' em que T estd definido”.
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5.3.2 Polindmio minimal

Fixado um polinémio p(z) = ag + a1z + - - - a,2" e um operador linear 7' : V' — V' define-se
p(T') como sendo a fungao
p(T) =aol +a T +---a,T"

em que 1" representa a composta T'oT o --- o T k-vezes; em particular, fixada uma matriz
quadrada A, p(A) é a matriz da mesma ordem definida por

p(A) = agl + a1 A+ asA* +---a, A"

Assim como p(A) ainda é uma matriz, p(T) é um um operador linear e diz-se que p anula A
(respectivamente, T) quando p(A) for a matriz nula (respectivamente, p(T') for o operador
nulo).

Lema 5.38. Se A\ € autovalor de T' e v é um autovetor associado a A entao p = p(\) €
autovalor de p(T) e v € autovetor p(T) associado a fu.

Demonstragao. Suponha que T'(v) = Av, v # 0. Entao,

p(Tyv = [agl +a T+ ---a, T"v = apv +a,T(v) + - - a, T"(v)
= agv + @\ + @\ + - ap N = [ag + al A+ - ap Ao
= p(A)v =

Teorema 5.39 (Cayley-Hamilton). O polinémio caracteristico do operador linear T :' V —
V', em que V é uma espaco vetorial de dimensao finita, anula T .

Demonstragao. Caso T =Ty, A = [a;;] de ordem 2: pu(z) = 2? — tr(A)z + Det(A); logo,
pa(A) = A* —tr(A)- A+ Det(A) -1

ail Az ail a2 ( a11 Qa2 10
= — (a11 + ag9) + (a11a92 — a12a21)
[ Q21 G22 Q21 G22 Qg1  A22 01

2 2
o ajy + a12621  G11012 + A12092 ajy + 2611  G12011 + Q12092
= 2 - 2
21011 + G22G21 (21012 + Q59 G11G21 + Q22021 Q11022 + A%

_'_
oo
— oo
m

Observacao 5.40. A demonstragao acima pode ser feita observando que pa(A) = [0] se,
somente se, tr(A)A — A% = Det(A)I; e, de fato, para ordem dois,

a11G22 — A12021 0
0 a11G22 — A12021

tr(A)A — A2 = [tr(A)] — AJA = { “;2 _a“” ] A = Adj(A)A = Det(A)I.
— w21 11

/

a"'g

Adj(A)
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Defini¢ao 5.41. O polinémio minimal da matriz A, «, é um polinémio m(z) que anula A,
¢ monico (o coeficiente do termo que define o grau do polinémio é um) e tem grau minimo
(entre todos os outros monicos que anulam A).

A existéncia de tal polinomio decorre do Teorema de Cayley-Hamilton pois o polinomio
caracteristico anula A; deste poderemos via fatoracao retirar os fatores redutiveis até obter-
mos o de grau minimo que anule A. Claro que qualquer multiplo de um polinémio que anule
A continua anulando A; causa disso, coloca-se a condi¢ao de ser monico para estabelecer a
unicidade do minimal.

Exemplo 5.42. O polinémio minimal de A = é ; } ém(z) =2 —4x+3 = (x—3)(z—1);
ou seja, o préprio caracteristico. Note que nem x — 1 nem x — 3 anulam A.
Exemplo 5.43. O polindmio minimal de B = [ (1) % } também ¢é polinomio caracteristico

m(x) =2®> — 2z + 1 = (x — 1)? posto que x — 1 nao anula A.

1 0
01
anula I, é monico e nao tem como reduzir o grau. Note que o polinomio caracteristico de [
ép(z) =2? —2r+1= (x—1)? e pode-se eliminar um fator z — 1 que ainda o restante z — 1
anula /.

Exemplo 5.44. O polindmio minimal de { ] =1ém(z) =x—1. De fato, z — 1

Proposicao 5.45. Se A e B sao matrizes semelhantes entdo possuem os mesmo polinémio
mainimal.

Demonstracao. Seja P inversivel e tal que P"*AP = B de modo que B*¥ = P~1AkP,
Vk € N. Suponha agora que A e B possuam os polinomios minimais my(z) = ag + a1z +
st ap 2™+ 2" e mp(x) = by + byx + -+ - + by 2™ + 2™ respectivamente. Entao,
mp(B) = bol +b1B+byB*+ -+ BP =byl +bP'AP + by P A*P 4 - + PTTA™P
——
[0]
= P Hbol + A+ byA* + -+ A™P = P 'mp(A)P = mp(A) = [0]
Assim, m4(x) é fator de mp(x), sendo m4 o de grau minimo que anula A. De forma andloga,
[0] = ma(A) = Pma(B)P™' = ma(B) = 0]
e, consequentemente, mpg € fator de m 4. Ou seja, mp = my. n

Proposicao 5.46. Seja T : V — V linear, em que V' é um espago vetorial de dimensao finita
e suponha que A e B sejam matrizes de representacdo de T nas bases [ e v respectivamente.
Entdo, o polinomio minimal de A coincide com o polinomio minimal de B; ou seja, o
polinomio minimal de T € tnvariante por representacao matricial de T'.
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Demonstracao. Como A e B representam 7', A e B sao semelhantes; logo, pela proposicao
anterior 5.45, o polinomio minimal é o mesmo. [l

Proposicao 5.47. O polinomio minimal e o polinomio caracteristico de uma transformacao
linear (ou matriz) possuem as mesmas raizes.

Demonstragao. Seja A uma matriz quadrada de ordem n (representagao da transformacao
linear 7' : V' — V numa certa base). E suponha que A seja uma raiz do polinémio carac-
teristico (no corpo que define o espago vetorial V'); ou seja, um autovalor. Entao, existe
um (auto)vetor nao nulo v tal que Av = v, A%v = X%, ..., A¥» = X\Fv. Digamos que o
polinémio minimal de A seja ma(x) = ap + a1z + -+ + ap_12" 1 + 2*. Entéo,

Opxn = ma(A) = agl + a1 A+ -+ ap_ A + A
implica
Onxi = Opxnv =ma(A)v = [agl + a1 A+ -+ ap_1 AP+ Ak]v
=  aw+a Av+ -+ a1 Ao 4+ AFv = apu + a v + - F ap N o+ M
= Jag+a A+ Fap NN =ma(N) v
- mA()\) =0.
Por outro lado, se m4(A) = 0 entdo, ma(z) = (x — N\)g(x) em que ¢g(z) é um polinémio
monico de grau menor do que my4, e, consequentemente, ¢ nao anula A (ou T) pois caso

contrario m4 nao seria o minimal (de grau minimo que anula A); assim, existe v # Oy tal
que u = q(T)v # Oy. Logo,

Onx1 = ma(A)v = (A= A)q(A)v=(A— A N)u = (A—A)u=0,

ou seja, A é autovalor e, consequentemente, raiz do polinémio caracteristico.

]

Teorema 5.48. A transformacdo linear T :'V — V, em que V € um espago vetorial de
dimensao finita sobre o corpo K, € diagonalizdvel se e somente se o polinomio minimal de
T for produto de fatores lineares diferentes, 1i.e.,

() = (2 = A)(@ = X) -+ (2 = A)
com A1, Aa, ..., A\ escalares diferentes.

Com o resultado descrito no teorema a seguir podemos caraterizar os operadores diago-
nalizaveis desde que conhecidos seus autovalores.

Teorema 5.49. Seja T : V — V linear e V um espaco vetorial sobre o corpo de escalares
K. Suponha ainda que A, As, ..., \. € K sao os autovalores distintos de T'. Entdao, T €
diagonalizdvel se e somente se o polinomio p(x) = (x — A\ )(x — Xg) -+ (x — \,) anula T, ou
seja, p(T) = 0.
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Demonstracao. Aplique o Teorema 5.48 lembrando que as raizes (diferentes) do polinémio

minimal e do caracteristico sao as mesmas (Proposicao 5.47). [
1 2 1 2 10 oA

Exemplo 5.50. Nos exemplos A = [ 03| B = 0 11°¢ C = [ 01 } os polinomios

minimais sao ma(x) = (r — 3)(z — 1), mg(z) = (z — 1)? e m¢(x) = x — 1, respectivamente;

logo, A e C sao diagonalizaveis e B nao é diagonalizavel.
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5.4 Exercicios: Transformacoes lineares.
Q 5.1. Checar a linearidade (ou néo) das transformacoes:

1. F:R—R, F(z) =2

2. F:R* % R F(z,y) = (27,0,z + y).

3. D:P,— P, D(f) = f em que f’ representa a funcao derivada de f.
2 0

4. Ty :R* 5 R3 Ta(x) = Az em que A= | 0 0 | ez é tratado como vetor coluna.
11

5. T:R* = R? T(z,y) = (z, —y).
6. T:R* = R? T(x,y) = (x4 a,y+b) em que a e b sdo constantes reais fixadas.

Q 5.2. Calcule ntcleo e imagem dos operadores lineares na questao anterior. Quais sao
injetores, quais sao sobrejetores, quais sao bijecoes?

Definicao 5.51. Diz-se que T : V — W é um isomorfismo quando 7" é um operador linear
bijetor. Nesse caso, V e W sao ditos isomorfos.

Q 5.3. Mostre que T(z,y,2) = (xr — 2y, 2,z + y) é um isomorfismo de R* em R? e calcule
T~ (sua inversa como fungao).

Q 5.4. Seja V um espacgo vetorial de dimensao n. Prove que V' é isomorfo a R".
Q 5.5. Dé, quando possivel, exemplos de transformacoes lineares T, S, L, M e H satisfazendo:
1. T : R?® — R? sobrejetora.
2. S:R* =R N(S)={(0,0,0)}.
3. L:R*—=R% Im(L) = {(0,0)}.
4. M:R?* -5 R* N(M) = {(z,y) e R? | x = y}.
5. H:R® - R3 N(H)={(x,y,2) e R} | 2 = —z}.
Q 5.6. Ache a transformacao linear 7' : R3 — R? tal que
7(1,0,0) = (2,0), 7T(0,1,0)=(1,1) e 7T(0,0,1)=(0,-1).

Q 5.7. Seja T : U — V linear e {uy,...,u,} um sistema linearmente independente em U.
Prove que {T'(u1),...,T(u,)} é L.I. em V desde que T seja injetor.
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Q 5.8. Sejam a = {(1,-1),(0,2)} e B = {(1,0,—1),(0,1,2),(1,2,0)} bases de R* e R3

respectivamente e

1 0
T)5=11 1
0 —1
1. Ache T.

2. Se S(v,y) = (27,2 — y, r), ache [S]3.
1 0
3. Ache uma base v de R® tal que [T]5=| 0 0
01

Q 5.9. Mostre que E = {T: V — W | T linear} é um espago vetorial (subespago do espago
vetorial das fungoes de V' para W: F(V,W)).

Q 5.10. Seja A : F — F uma transformagao linear. Assinale verdadeiro ou falso:
() Sewv € E étal que Av = 0 entao v = 0.

() Se Aw = Au+ Av entdo w = u + v.

() Sewv € E é combinacao linear de uy, . . ., u,, entdo Av é combinagao linear de A(uy), ..., A(um).

() Se u,v,w sdo colineares entao Au, Av, Aw sao colineares.

Q 5.11. Seja T : P,, — P, definido por T'(p) = 5p — 4p’ + p". Mostre que
1. T é linear.
2. N(T)={0}.

3. Para cada polinomio b(x) de grau menor ou igual a n, existe um polinémio p(x) tal
que

5p(x) +p"(x) — 4p'(x) = b(x).

Q 5.12. Defina um operador linear A : R? — R? que tenha a reta y = 22z como imagem e,
a reta y = —x/2 como niicleo.
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5.4.1 Autovalores e autovetores.

Q 5.13. Seja T : V — V linear e A autovalor de T'. Prove que V) é subespaco vetorial de
V. Mais ainda, prove que V) = N(T — A\I), onde I : V' — V é o operador identidade, i.e.,
I(v) = v para todo v € V. Conclua que sdo equivalentes as seguintes afirmagoes:

1. X\ é autovalor de T

2. N(T — XI) #{0}

3. Dim(N(T — M) > 1

4. T — M\l nao é injetor.

5. T — A\I nao é sobrejetor.

6. Ju e V; ||lul| =1 e T(u) = Au (isto supondo que V' é normado).
Conclua que A = 0 é autovalor de T se, e somente se, T' nao ¢ injetor.

Q 5.14. Considere o operador T : R? — R? de rotagao de +90°: T'(z,y) = (—y, z), V(z,y) €
R2.

a) Mostre que se V' = R?, como espago vetorial real (escalares K = R) entao 7' nao possui
autovalores.

b) Mostre que sobre K = C (complexos) dito operador possui autovalores. Calcule ditos
autovalores assim como os autoespacos associados (neste caso V = R? = C).

Q 5.15. Considere o operador T : R* — R*
T(x,y,z,t) = (3v —4z,3y + 5z, —z, —t).
a) Determine a matriz que o representa na base canonica de R?.
b) Determine seus autovalores.
Q 5.16. Seja T': V — V linear e F um subespaco invariante por 7. Mostre que
1. T|p: F — F é linear.
2. Se X é autovalor entao V, é invariante.
3. Se dim(F') =1 entao F' estd contido num autoespago.

Q 5.17. Ache os autovalores e autovetores correspondentes de

1. T:R?* - R% T(z,y) = 2y, 7).
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2. T:RS%R% T($7?Jaz):($+y,x—y+2z,2x—|—y—z)
3. T : Py — Py, T(ax® + bz + ¢) = ax® + cx + b.

4. T M(2,2) — M(2,2), T(A) = AT.

1 2
sa[l 2]

1 2 3
6. |0 1 2
|0 01
[ 2 0 10
70201
112 0 30
| 0 -1 00

0 2
Qsasa- [0 2]

1. Ache os autovalores de A.
2. Ache os autovalores de A~ 1.

3. Quais sao os autovetores correspondentes (em cada caso)?

5.4.2 Diagonalizacao.

3 0 —4
Q5.19. SejaA=1|0 3 5
00 -1

1. Calcule pa(A).

2. Determine os autovalores de A. Calcule a multiplicidade algébrica de cada (como raiz
de pa(N)).

3. Determine os autoespagos associados. Calcule a dimensao de cada um (multiplicidade
geométrica de cada autovalor).

4. A é diagonalizavel?
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Q 5.20. Dada a matriz

O O O
S O N =
SN OO
w o O o

1. A é diagonalizével ?
2. Encontre seu polinomio minimal.

Q 5.21. Seja A, «, uma matriz de nimeros reais. Observe que dita matriz representa um
operador linear na base canoénica de R™: Ty : R" — R" Ty(x) = Az, Vo € R". Prove que se
T, é diagonalizével (caso em que dizemos, simplesmente, que A é diagonalizével) entao A é
semelhante a uma matriz diagonal, i.e., existe P nao singular tal que

P~'AP =D, e D= Diag(\1,..., \n).
Além disso
1. \; é autovalor de A

2. Cada coluna de P é autovetor de A (a j-ésima coluna v; é autovetor associado a \;,
j=1,...,n).

3. P = [I]?, com B = {v1,vy,...,v,} base de autovetores e a = {ey,...,e,} a base

canonica de R”.

A matriz P é chamada matriz diagonalizante. Note que P~! é a matriz de mudanca de base
da canonica para a base de autovetores.

Q 5.22. Ache a matriz P que diagonaliza a matriz A = [ _11 _1 } e ache a forma diagonal
de A.
—17 18 —6
Q 5.23. Ache, caso exista, a matriz diagonalizante e a representacao diagonal de | —18 19 —6
-9 9 =2
Q 5.24. Determine quais matrizes sao diagonalizaveis e, no caso afirmativo, obtenha um base
4 2 =2
N | —23/7 12/7 3 4 cos(d) —sen(0)
(em R™) de autovetores: [ _10/7 23/7 ]7 [ 4 3 ], [ sen(0)  cos(d) | _g i ? ,
210 1 2 -4
02 1,0 -1 6
0 0 2 0 —1 4
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Q 5.25. Seja T : R? — R3 linear. Suponha que « é a base canodnica e que

2 1 0
=10 -3 1
0 0 -3

1. Encontre o polinomio caracteristico de 7', os autovalores e os autovetores correspon-
dentes.

2. Se p={(0,1,1),(0,—1,1),(1,0,1)} ache A = [T]g e pa(A) (observe que pode-se dizer
que pa(A) = pr(A)).

3. Encontre uma base 7 de R? tal que [T seja diagonal, se possivel.

Definicao 5.52 (Operador Nilpotente). Diz-se que um operador linear 7" : V' — V' é nilpo-
tente se existir um nimero inteiro positivo n tal que 7™ = 0, mas 7"~ # 0.

Q 5.26. Sobre operadores nilpotentes, responda:
1. Quais sao os possiveis autovalores dos operadores nilpotentes?
2. Encontre uma matriz Asyo, nao nula, tal que T4 : R? — R? seja nilpotente.
3. Mostre que um operador linear nilpotente, nao nulo, nao ¢ diagonalizavel.

Defini¢ao 5.53 (Operador Idempotente). Diz-se que um operador linear T : V. — V é
idempotente se T? = T.

Q 5.27. Dado T idempotente:
1. Determine os possiveis autovalores.
2. Encontre uma matriz Agys # 0, Aoy # I, e tal que Ty : R? — R? seja idempotente.
3. Prove que todo operador idempotente é diagonalizavel:

5.28. Utilize a forma diagonal para encontrar A™ nos seguintes casos:
g g

0 7 6
a) A:[:‘?ﬂ b A=|-14 0
0 2 —2

5.4.3 Questoes da ANPEC

Resolva as seguintes questoes/ano da ANPEC: 14/96; 14/97; 15/98; 6 e 14/99; 7/2001; 6-
(0,1)/2002; 4 e 5-(3,4)/2003; 4-(3-4)/2004; 1/2005; 3-(3), 11-(4) e 12/2006; 1/2007; 2, 8 e
14 /2008; 3, 6 e 11/2009; 11-(1-3)/2010; 5-(2), 6 ¢ 12-(0,2) de 2011; 5 ¢ 6 de 2012; 7 e 10 de
2013; Q1-(4) e Q2 de 2014; Q15-(0,1,4) de 2015; 2 e 4/2017; 14/2019; 6-(0-2) e 7-(0-3)/2020.
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5.5 Gabarito: Transformacoes lineares.

Q 5.1. Checar a linearidade (ou néo) das transformacoes:
1. F:R >R, F(z) = 2%,
Solugao. Nao ¢ linear: F(cz) = (cx)?® = AF(z) # cF(z).
2. F:R* 5 R3 F(r,y) = 22,0,z + y).
Solucéo. E linear: F(z,y) = x(2,0,1) +4(0,0,1). Logo,

Flazy, ) + B(x2,92)) = Flawy + By, ayy + Bys)

= (OéCL’l + 51[’2)(27 07 1) + (ayl + 5?&)(0: 07 1)

= 04131(2, 0, 1) + ﬁ$2(2, O, 1) + ozyl(O, 0, ].) + Byg(O, 07 1)
= «f[r1(2,0,1) +41(0,0,1)] + Blx2(2,0,1) 4+ y2(0,0,1)]
= alF(z1,y1) + BF (22, 42).

3. D:P,— P, D(f) = f em que f’ representa a funcao derivada de f.

Solucao. Linear:

D(af + Bg) = (af + Bg) = af' + Bg" = aD(f) + BD(g).

2 0
4. Th:R? 5 R Ty(z)=Avemque A= | 0 0 | ex étratado como vetor coluna.
11

Solugao. Linear:

Ta(z+y) = A(z+y) = Av+Ay = Ta(x)+Ta(y) e Ta(cx) = A(cr) = cAx = cTa(z).
5. T:R? - R? T(z,y) = (x, —y).

Solucgao. Linear: aplique o item anterior com A = [ (1) _01 } .

6. T:R*— R? T(z,y) = (r+a,y+b) em que a e b sdo constantes reais fixadas.

Solugao. Nao é linear quando (a,b) # (0,0) pois, nesse caso, 7(0,0) = (a,b) #
(0,0). Por outro lado, quando (a,b) = (0,0) temos, sim, uma transformacao linear
representada pela matriz identidade.
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Q 5.2. Calcule ntcleo e imagem dos operadores lineares na questao anterior. Quais sao
injetores, quais sao sobrejetores, quais sao bijegoes?

1. Nao é linear

2. F(z,y) = (22,0, +y) = (0,0,0) & x = 0 = y; logo, N(F) = {(0,0)} e F ¢é injetora.
Im(F) ={F(z,y); (z,y) € R} = {2(2,0,1)+y(0,0,1); z,y € R} = Rx{0} xR # R
Assim, F' nao é sobrejetora.

3. f € N(D) se, somente se, D(f) = 0; ou seja, se f for um polinémio de grau zero, isto é,
N(D) = Py. Consequentemente, D nao é injetora (nem sobrejetora). Im(D) = P,_;.

4. Ty(z) = 0 se, e somente se, Ax = 0:

2 0 0
0 0 [il}: 0| =020 =0 01422 =0 21 =0 =12, = N(T) = {(0,0)}.
11 ? 0

Logo, T' é injetora. Por outro lado, Dim(Im(T')) = posto(A) = 2 e, assim, T nao é
sobre R3.

5. T:R* - R? T(z,y) = (z,—y): N(T)={(0,0)}, injetora e sobrejetora (bijetora).
6. Caso a = 0 = b: bijetora.

Q 5.3. T(z,y,2) = (v — 2y, 2,z + y); logo, T é obviamente linear e (z,y,2) € N(T) se, e
somente se, 2z =0ex—2y =0=x+y; ouseja, r =0=y ez =0. Assim, T é injetora
e como a dimensao do dominio e contradominio é a mesma, também é sobrejetora. Para o
calculo da inversa note que T~ *(a,b, ¢) = (z,y, 2) sse (a,b,c) = T(x,y,2) = (x — 2y, z, x+y)
sse z=be

c—a_a—i—?c
3 3

a=xr—2y ANc=zx+y =c—a=3y N x=c—y=c—

Ou seja,

Tﬁl(a,b,c> _ <a‘;207 C;a’b) .

Q 5.4. Seja = {vy,vq,...,0,} base da e.v. V e defina F' : V — R" como sendo a funcao
que a cada v associa as suas coordenadas na base 5: F(v) := [v]g Observe entao que F' é
linear e injetora (e sobre).

Q 5.5. Dé, quando possivel, exemplos de transformacoes lineares T, S, L, M e H satisfazendo:
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1. T : R® — R? sobrejetora: T'(z,y,2) = (x,y).
2. S:R?* = R?* N(S)={(0,0,0)}: impossivel.

/

Dim(R?) = Dim(N(S)) + Dim(Im(S)).
—— ~~

3 0 <2

3. L:R* = R? Im(L) ={(0,0)}: L(x,y,2) = (0,0), V(x,y, 2).
4. M R* 5 R* N(M) ={(z,y) eR? | z = y}: M(z,y) = (z —y,z —y).
5. H:R®* - R3 N(H) = {(x,y,2) e R® | 2 = —z}: H(x,y,2) = (z + 2,0,0).
Q 5.6. Se T': R® — R? é linear e tal que
T(1,0,0) = (2,0), T(0,1,0)=(1,1) e 7(0,0,1) = (0,~1)
entao,

T(z,y,z) = T(x(1,0,0)+y(0,1,0) + 2(0,0,1)) = 27(1,0,0) + yT'(0,1,0) + z7°(0,0, 1)
x(2,0) +y(1,1) + 2(0, 1) = (22,0) + (y,y) + (0, —2) = 2z + y,y — 2).

Q 5.7. Seja T : U — V linear, injetor, e {uy, ..., u,}, um sistema linearmente independente
em U. Queremos provar que {7'(u1),...,T(u,)} é L.I. em V:

logo, Y ", a;u; = Oy pois N(T) = {0y} sendo T injetor. Lembrando que o sistema
{uy,...,u,} é LI, obtemos o; = 0, i = 1,...,n e, assim, a independéncia linear de
{T<u1)7 s 7T(un)}

Q 5.8. Sejam a = {(1,-1),(0,2)} e 8 = {(1,0,-1),(0,1,2),(1,2,0)} bases de R? e R3
respectivamente e

1. Ache T (da base canonica de R?, a, = {(1,0),(0,1)}, na base canonica de R3,
a3 = {(1,0,0),(0,1,0), (0,0, 1)} [T]52 = [1]o,[TI5[112>.

as as «

Célculo de [1]5* = [[(1,0)]a [(0, 1)]4]:

«

(1,0) = 2(1,~1) +4(0.2) = (3, —z + 2y) > v = 1, y = 1/2 = [(1,0)]a = { 1}2]
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(0,1) =2(1,-1) +y(0,2) = (z,—z+2y) = x=0, y=1/2 = [(0,1)], = { )
Entao,
o 1 0
s = { 1/2 1/2 }

Célculo de [1]7 :

(e

1 0 1
115, = [[(1,0, =1)]ay [(0,1,2)]ay [(1,2,0)]a] = | 0 1 2
-1 2 0
Finalmente,
1 0 1 1 0 1 0
G I A }
’ -1 2 0 0 —1 /2 1/2
1 01 10 1/2 —1/2
= |0 12 3/2 1/2 | =]1/2 -1/2
“1 20| -1/2 -1/2 2 1
ou seja,
(rx—y -y
. Se S(x,y) = (22,2 — y, x), ache [S]3:

1515 = [[S(1, =1)]s [5(0,2)]5] = [[(2,2,1)]s [(0,
(2,2,1) =x(1,0,-1) + y(0,1,2) + 2(1,2,0) = (x + z,y + 22, —x + 2y) e
(0,-2,0) = (z+ 2,y + 22, —x + 2y)

- |

Basta entao resolver, simultaneamente, os sistemas de equagoes lineares aplicando eli-

minagao na matriz 2-ampliada

1 01 ]2 0 1012 o0 10 1 | 2 0
0 122 2| < |012]2-2|<=]01 2 | 2 =2
-1 201 0 0213 0 00 -3 | -1 4

10 1 | 2 0] 101 ] 2 0

— |0 12] 2 —2|<]|010] 4/3 2/3

001 | 1/3 —4/3 | 001 | 1/3 —4/3

1.0 0 | 5/3 4/3] 5/3 4/3

— |0 10| 43 2/3| = [S]5=14/3 2/3

00 1 | 1/3 —4/3 1/3 —4/3




IE-UFRJ 209

Y

_ o O

1
3. Ache uma base v de R? tal que [T]* = | 0
0

Solucao. Note que

10 1 0
0 0| = [T]5=[TK15=[(1,0,-1)) [(0,1,2)], [(1,2,0)],] | 1 1
01 T 0 —1
Tij]3x3
T11 + T2 T12 — T13 Tin+tri2=1 212 —213=0
= To1 + Tag oo — Tz | & o1 + T =0 Tgg — T3 =10
T31 + T32 T3z — T33 T31 + 230 =0 X320 — 33 =1
1 0 0
Logo, uma escolha vidvel (inversivel) poderia ser [z;;]sx3 = | 1 —1 —1 |. Nesse
0 0 -1
caso,
1 0 0
[(L,0,-D)], =111, [(0,1,2)]y,=1|-11], e [(1,2,0)],=| —1
0 0 —1

Assim, se a base v for formada pelos vetores (a calcular) u, v e w entao

(1,0,-1)=1-u+1-v4+0-w, 0,1,2)=0-u—1-v+0-w

u+v —v

(1,2,0)=0-u—1-v—-1-w.

'
—Uv—w

Logo,

v=(0,-1,-2), u=(1,0,-1)—v=(1,1,1) e w=(-1,-2,00—v=(—-1,-1,2).

Q 5.9. Mostre que E = {T : V — W | T linear} é um espago vetorial (subespago do espago
vetorial das fungoes de V' para W: F(V,W)).

Solugao. Cada transformagao linear 7 : V' — W é uma funcao (aditiva e homogénea de
grau um); ou seja, £ C F(V,W). Obviamente, £ nao um conjunto vazio. Por exemplo,
a funcao constante e igual ao neutro de W pertence a F. Mais ainda, a soma de fungoes
lineares € linear e a multiplicagdo por uma constante também nao altera a linearidade da
funcao; ou seja, ' é um conjunto fechado por combinacgoes lineares dos seus elementos.

Q 5.10. Seja A : E — F uma transformacao linear. Assinale verdadeiro ou falso:
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F () Sewv e E étal que Av =0 entao v = 0.

Solucgao. S6 se for injetora.

F () Se Aw = Au + Av entdo w = u + v.

Solugao. So se for inversivel.

V () Sev € E écombinagao linear de uy, . . ., u,, entdo Av é combinacao linear de A(uy), ..., A(tp,).

Solucgao. Se v = aquy + - - - + @, u, entao, pela linearidade de A,

Av) = Alarus + -+ + i) = a1 A(un) + -+ + @, A(uy).

V () Se u,v,w sao colineares entao Au, Av, Aw sao colineares.

Solugao. Vide item anterior ou suponha que uma deles, digamos w, seja combinacao
linear dos restantes: w = au + fv. Entao,

A(w) = Alou + pv) = aA(u) + SA(v).

Ou seja, A(w) também é combinacao linear, agora de A(u) e A(v). Em particular, se
w = au entdo, A(w) = aA(u).

Q 5.11. Seja T : P, — P, definido por T'(p) = 5p — 4p’ + p”. Mostre que
1. T é linear.
Solugao. Sejam p, ¢ elementos de P,, e ¢, constante real. Entao,

Tp+q) = 5(p+q) —4p+9) +@+q)" =5p+5¢—4@ +4d)+ " +4¢")
= Sp—4p' +p"+5¢—4¢ +¢"=T(p) +T(q)  (aditivo)

T(cp) = 5(cp) — 4(cp)’ + (cp)” = 5ep + —dep’ + cp” = c(5p — 4p' +p") = T (p),
que corresponde a homogeneidade de grau um.
2. N(T)={0}.
Solugao. p € N(T) sse T'(p) = 0, ou seja,

51,)_4:2)/_'_p/l:0¢> 5p :4p/_p//
—~  ——

grau n grau n—1

o que seria contraditério, a menos que o grau seja zero; i.e., p(x) = k, e, consequente-
mente,
Sk=4k'—k'"=4-0-0=0 = k=0 = p(z) =0.
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3. Para cada polinoémio b(x) de grau menor ou igual a n, existe um polinomio p(x) tal
que
5p(x) + p’(x) — 4p'(z) = b(x).

Solucgao. De fato, T é sobrejetor.

Q 5.12. Defina um operador linear A : R? — R? que tenha a reta y = 2z como imagem e,
a reta y = —x/2 como niicleo.

Solugao. Note que as retas possuem os vetores diretores v; = (1,2) e vo = (=2, 1), res-
pectivamente. Mais ainda v; L wvs; ou seja, as retas sao perpendiculares. Em particular,
B = {v1,v5} é um sistema L.I. com dois elementos no espago vetorial V = R? que possui
dimensao 2 e, consequentemente, uma base. Assim, basta definir A nessa base do modo
desejado:

Am) = e Afw) = (0,0) = [A] = [A(0)]a [A<v2>1a1=[§ 8]

em que a = {(1,0), (0,1)} representa a base canonica de R?. Por tltimo, se preferir descrever

o resultado de a para « precisaria determinar [/]§:

r—2y=1
20+y=20

T

[(1,0)]5 = [ y 1 < (1,0) =2(1,2) +y(—=2,1) = (x — 2y, 22 + y) & {

e, assim, x = 1/5 e y = —2/5. Analogamente,

(0, 1)]5 = [ ’ ] N {;—fzj Sz=2/5 y=1/5.

Logo,
T o e e | A P
Que corresponde & regra

T+ 2y

Alw,y) = ((z+29)/5, (22 +4y)/5) = —

-(1,2).

5.5.1 Autovalores e autovetores.

Q 5.13. Seja T : V' — V linear, A autovalor de T e V), = {v € V; T(v) = Av}. Entao,
) £ V\ CV esew; e vy sao elementos de Vi e ay, as € R tem-se

T(O&l?)l + 042?]2) = OélT(Ul) + QQT(UQ) = &1)\1}1 + OéQ)\UQ = )\(Ckl?)l + 052’1}2)
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ou seja, v + asve € V) assim, V), é um subespaco vetorial de V. Isto também decorre da
seguinte observacao:

veVyeTw) =we0=Tw) —Nv=[T—-M]|{w)<ve NT-M\);

ou seja, V) coincide com o nicleo da transformacao linear 7" — Al e, o ntcleo de uma
transformacao linear sempre é um subespaco vetorial do dominio. Sobre as equivaléncias:
A é autovalor de T sse existe v # O, tal que v € V), = N(T — AI), ou seja, se e somente
se, N(T — \I) # {0} sse Dim(N(T — X)) > 1, que equivale a dizer que a transformagao
linear F' =T — Al nao ¢ injetora e, consequentemente, que nao é sobrejetora pois o dominio
e o contradominio coincidem. Por ultimo, v € V) implica tv € V), Vt € R, pois V) é
um subespaco vetorial; logo, se V' é um espacgo vetorial normado e v # O, é um dos seus
elementos entao ||v|| # 0 e u = t*v, com t* = 1/||v||, é um autovetor unitério.

Observacao 5.54. Em particular, A = 0 é autovalor de T" se, e somente se, T' =T — 0] nao
¢é injetor.
Q 5.14. Considere o operador T : R? — R? de rotagao de +90°: T(z,y) = (—y, x), ¥(z,y) €
R2.
a) T(z,y) = A(z,y), com (z,y) # (0,0), se e somente se
(—y,2) =Dz, \y) & —y=I AN z= y=—y=NNy=yA+1)=0comy#0.

Logo, ter-se-ia \> = —1, o que é impossivel no universo dos nimeros reais; ou seja, se
V = R?, como espago vetorial real (escalares K = R) entao T nao possui autovalores.

b) Suponha agora que R? se identifica com o conjunto dos niimeros complexos C, em que
cada par (z,y) estd associado ao nimero complexo x + yi, e que a multiplicagdo por
escalar em C é realizada pelos elementos do corpo K = C (complexos). Dessa forma,
T(a+yi) = —y+izr e A = a+ [i é autovalor se, e somente se, existe x +yi # 0 tal que

T(a+yi) = T +yi) & —y+iv = (ax — fy) + (ay + fr)i &

A
A
a+pi

ar+(1-pF)y=0
B—1z+ay=0

B MR

De modo que o determinante da matriz de coeficientes é zero:

—y=ar— Py A x:ay—i—ﬁx(:){

0=a’—(1-B)B+1)=a*+B-1)  ca=0AB=1cA=0+1i=i



IE-UFRJ 213

Ou seja, dito operador possui um autovalor no corpo dos complexos: A = ¢. O auto-
espaco associado é todo C = R%:

Vi={r+yieC; T(r+uyi) =i (zx+y) =iz+yi’ =iz —y=—-y+iz}=C.
—_——

—y+x

Q 5.15. Do operador T : R* — R*

T(x,y,z,t) = 3z — 42,3y + 5z, —z, —1).

30 -4 0

. . 4 03 5 0

a) Matriz que o representa na base canonica de R*: 00 -1 0
00 0 -1

b) Seus autovalores: 3 e —1.

Q 5.16. Seja T' : V. — V linear e F um subespagco invariante por 7. Entao, T'(u) € F,
Yu € F'; assim:

1. A funcao G = T|, : F — F estd bem definida entre o dominio F' e o contradominio F
pois, para cada elemento u € F, G(u) = T(u) € F e, obviamente, é linear pois T é
linear

2. Se A é autovalor e v € V) entdao T'(v) = Av € V), pois V), é um subespaco e, assim,
fechado pela multiplicacao por escalares; ou seja, V) é invariante por 7.

3. Se dim(F) = 1 entao F = Vet{u}, para algum u € V, u # O,, e sendo F' invariante
por T tem-se

Twye F=Vet{fu} ={t-u; te K} =3t "€ K; T(u)=t"-u.
Isto é, t* é um autovalor, © um autovetor associado a t* e F' C V«. [l

Q 5.17. Autovalores e autovetores correspondentes de

LT : R - R T(z,y) = (2y,2): A = FV2, V.5 = Vet{(—V2,1)} e V5 =
Vet{(\/ﬁ, 1)}.

2. T: R R3 T(w,y,2) = (x+y,v—y+2220+y—2): M =2 dg=—1le A3 =2
com V_o =Vet{(1,-3,1)}, V_y = Vet{(2,—4,-1)} e Vo = Vet{(1,1,1)}.

3. T : Py — Py, T(az?+br+c) = ax®+cx+b: \y = —ledy =1com V_; = {bx—b; b € R}
e Vi ={az?+cx+c¢ a, ce R}
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4T : M(2,2) — M(2,2), () AT: M =—ledy=1com V.4 ={Ae M(?22); AT =

—A}yeVy={Ae M(2,2); AT = A}.
{ ]: AM=-led=1com V_;=Vet{(1,0)} e Vi = Vet{(1,—-1)}.
(1.2 3
6. 10 1 2|:A=1eV=Vet{(1,0,0)}.
100 1
2 0 10
0 2 01 )
T 19 0 30l p(A) = A =6)(A—=1)*(A+ 1), V1 = Vet{(1,0,-3,0)}, V} =
0 -1 0 0

Vet{(0,1,0,—1} e Vg = Vet{(1,0,4,0)}.

0 2
asasa-[1?]
1. Autovalores de A: A\; = —1 com V_; = Vet{(2,—-1)} e Ay =2 com V, = Vet{(1,1)}.

2. Autovalores de A™': Note que u # (0,0)” verifica

A7y =Bu s u=A(Bu) = BA(u) & B#0 A Au:%u.

Logo, 3 é autovalor de A~! sse 1/ for autovalor de A e compartilham os mesmos auto-
espagos. No caso, 1 = —1e s = 1/2 com Vﬁ’irl =Vet{(2,—-1)} e Vﬁfyl = Vet{(1,1)}.

5.5.2 Diagonalizacao.

3 0 —4
Q 5.19. Seja A=|0 3 5
00 —1

1. Polinomio caracteristico:

3—X 0 —4
pa(A) = Det(A—X)=10 3—A 51=0B=XNB-XN)(-1-2X)
0 0 —-1-=2A
= —(A=32*(\+1).
2. Autovalores de A: A\; = —1 com multiplicidade um (dimensao algébrica=1) e Ay = 3

com multiplicidade dois (dimensao algébrica = 2).



IE-UFRJ 215

3. Autoespagos associados:

3+ 1 0 —4 T 0 4 0 —4 T 0
V_i: 0 3+1 5 y|=10]<]0 4 5 y | =10
0 0 —1+1 z 0 00 0 z 0

Entao y = —(5/4)z e x = z; ou seja,

Vo ={(z,—(5/4)z,2); 2z € R} =Vet{(4,-5,4)} = d.g(—1) = Dim(V_;) = 1.

3-3 0 47 [ 0 00 4] [= 0
Vi 0 3-3 5l lyl=loleloo 5]|y|=]0
0 0 —1-3|1]= 0 00 —4|] = 0

Entao z =0 e z, y € R; ou seja,

Vs ={(x,y,0); =, y € R} = Vet{(1,0,0),(0,1,0)} = d.g(3) = Dim(V3) = 2.

4. A ¢é diagonalizavel? Sim, as dimensoes algébricas e geométricas de cada autovalor
coincidem e a soma das dimensbes geométricas coincide com a do dominio (d.g(—1) +
d.g(3) =1+ 2 =3 = Dim(R3)) 0.

Q 5.20. Dada a matriz

S O O
S O N
SN OO
w o o o

1. Diagonalizavel 7 Nao.

Solucgao. A nao é diagonalizavel. Observe que os autovalores de A sao os elementos da
diagonal pois A é uma matriz triangular superior: A; = 2 com multiplicidade algébrica
3 e A2 = 3 com multiplicidade algébrica 1. Porém, o polinomio (z —2)(z —3) ndo anula
A (verifique!).

2. Polinémio minimal: m(z) = (z — 2)*(z — 3).

Solugdo. Partindo do polindmio caracteristico pa(z) = (z — 2)3(z — 3) temos ainda
o candidato ¢(z) = (z — 2)*(x — 3) (lembre que (z — 2)(z — 3) ja foi eliminado no
item anterior). Observe que ¢(A) # [0]4x4; consequentemente, o polinémio minimal é
pa(z) = (x — 2)3(x — 3) que certamente anula A (Teorema de Cayley-Hamilton).
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Q 5.21. Seja A, diagonalizével e suponha que 3 = {vy,vs,...,v,} é base de autovetores
de A em R", associados aos autovalores Aq, Ag, ..., A, respectivamente. Defina entdao a matriz
P pondo por colunas as coordenadas de cada autovetor na base canénica a = {ey, eq,...,e,}
de R™; ou seja,

P =[via [v2]a -+ [vn]a] = [[]g = [v1 va -+ vy

que corresponde, simplesmente, a matriz de mudanca de base, de § para a. Logo, P é
inversivel e sua inversa P~! é a matriz de mudanca da base a para a base 3: [I ]3. Por outro

lado,

AP = [A’Ul AUQ cee A’Un] = [/\11}1 )\22]2 cee )\nvn]
A0 0
= [viv2 ]| ) ) =PD

= P Y(AP)=P Y (PD)=P 'PD=1D=D.

m
1 1 0 0
asar- [l 1 ]0o[00]
—17 18 —6
Q 5.23. Célculo de autovalores de A = | —18 19 —6 | via polinémio caracteristico:
-9 9 =2
—17—=x 18 —6
p(r) = Det(A—zl)=| -18 19—z —6
-9 9 —2—=x
= (-17—2)(19—2)(—2—2)+18-6-94+6-9-18
—6-9(19—2)+6-9(—17—x) + 18- 18(—2 — )
= (-17T—2)(19—2)(-2—2) + 18 (=2 —2) + 6 - 18 — 6 - 9(19 + 17)
= [(-17—2)(19—2) + 18 (-2 —2) +6-18* - 6-9- 36
[—17-19 + 172 — 192 + 2° +182]( 2—1)= (2 — 22+ 1)(-2 — 2)
—(r+2)(z -1 =012=-2V r=1
Calculo dos autoespacos:
—17+2 18 —6 x 0 —15 18 —6 x 0
V. —-18 19+2 -6 y| =10« ]| —-18 21 —6 y|l=10

-9 9 —2+2 z 0 -9 9 0 z 0
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=cr=y N —1bx+18r=6zcx=y AN x=22=V_=Vet{(2,2,1)}.

Analogamente,
-17-1 18 —6 x 0 —18 18 —6 x 0
Vi —-18 19-1 -6 y|=10]|<«< ]| —18 18 —6 y =10
-9 9 -2-1 z 0 -9 9 =3 z 0

= —3zr+3zx=z=V; =Vet{(0,1,3),(1,0,-3)}.

A matriz diagonalizante P e a representacao diagonal D de A sao, respectivamente,

2 0 1 -2 0 0
P=121 0 e D= 0 10
1 3 -3 0 01
Q 5.24 1 —23/7 12/7 ¢ diagonalizavel. Base de autovetores: {(3,4), (2,5)}
Al 0/7 237 '
2. _3 4 ;l 1 nao ¢é diagonalizavel.

[ cos(0) —sen(0)
| sen(f)  cos(0)
qualquer base de R? ¢ de autovetores.

] nao é diagonalizavel a menos que # = 0 ou # = 7, casos em que

[ 4 2 -2
4. | =5 3 2 ¢ diagonalizavel. Para montar a base de auto-vetores escolha um
-2 4 1
autovetor em cada autoespaco associado aos autovalores 1, 2 e 5.
(2 10
5. | 0 2 1 | nao ¢ diagonalizavel. Note que A = 2 é seu unico autovalor, enquanto
| 0 0 2
x — 2 nao anula a matriz.
(1 2 —4
6. | 0 —1 6 nao é diagonalizavel. Note que A = 1 é um autovalor de multiplicidade
| 0 —-1 4
dois, enquanto Dim(V;) = 1.
2 1 0
Q 5.25. Seja o é a base candnica de R* e T : R* — R3 linear tal que [T]2 = | 0 =3 1
0 0 -3

Entao
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1. Polinomio caracteristico de T', os autovalores e os autovetores correspondentes:

Solucao.
2—x 1 0
-3 1
pr(x) = Det(A—zxl) = 0 —-3—=x 1 =(2—1x)
0 -3—-u
0 0 —3—x
= 2-2)(-3—-2)P=2N=-3 X=2 (Autovalores).
5 10 x 0
Vg 001 y|=10]|<z2z=0Ay=-br=V_3="Vet{(l,-50)}.
0 00 z 0
Analogamente,
0 1 0 T 0
Vo 0 =5 1 y|=10]y=0A2=5y=0=V,="Vet{(1,0,0)}.
0 0 =5 z 0

2. Se p=1{(0,1,1),(0,—1,1),(1,0,1)} ache A = [T]g e pa(A) (observe que pode-se dizer
que pa(A) = pr(A)).

Solucgao.
0 0 1 e T
P=11 -1 0 e [15=([15) =5 -1 -1 1
11 1 2 0 0

1 -1 1 1 2 1 0 0 0 1 -3 1 =2
A= 5 -1 -1 1 0 -3 1 1 -10f=|-1 -3 =3
2 0 0 0 0 -3 1 1 1 1 -1 2

que possui o polinomio caracteristico

—3—=x 1 —2
pa(z) = Det(A—zal) = —1 —-3—-—z =3
1 -1 2—x
(-3 —-2)’2—2)—-3-2+2(-3—-2)—-3(-3—2)+(2—2)
= @-)(-3-aP -5 (-3-2)+2-2
= 2—2)(-3—2)* =pr(x).
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3. Encontre uma base 7 de R? tal que [T seja diagonal, se possivel.

Solugao. T nao é diagonalizével pois Dim(V_3) + Dim(V,) = 2 < 3.

Q 5.26. Seja T nilpotente.
1. Possiveis autovalores: A = 0.

Solugao. Sejam v € V\{0} e A escalar tais que T'(v) = Av. Entao

T?(v) =T(T(v)) = T(W) = AT(v) = A ) = v - T"(v) = \"v.
Mas, sendo T nilpotente podemos supor que n € N é tal que 7" = 0 e T"! £ 0.
Assim, T"(v) = 0 implica A"v = 0. Logo, A = 0 pois v # 0. Ou seja, se A é autovalor
de T entdao A = 0. Provemos agora que A = 0 é autovalor. Como 7™ ! # 0 podemos

escolher u # Oy tal que w = T" !(u) # 0. Entao

0-w=0=T"(u)=T(T" " (u)) = T(w).

2. Exemplo de uma matriz Ayys # 0 e tal que Ty : R? — R? seja nilpotente.

Vo)

3. Um operador linear nilpotente, nao nulo, nao é diagonalizavel.

Solucgao. Por exemplo

Solugao. Se T fosse diagonalizdvel existiria base de autovetores 8 em V tal que [T]g

¢ a matriz diagonal dos autovalores de T'; consequentemente (vide item (1)), a matriz
nula. Ou seja, T' seria o operador nulo. [l

Q 5.27. Dado T idempotente:
1. Possiveis autovalores: A=0e A = 1.

Solugao. Sejam v € V\{0} e X escalar tais que T'(v) = Av. Entao v = T(v) =
T(T(v)) = T(\) = AT'(v) = AMAv) = Mo; ou seja, 0 = Mo — Iv = A\ — 1) e,
consequentemente, A = 0 ou A = 1 sao as opgoes possiveis. Observe agora que o
operador nulo e a identidade sao exemplos triviais de operadores idempotentes para
os quais 0 e 1 s@o os (unicos) autovalores respectivamente. Suponhamos entao que
0 # T # I. Entao, existe u # 0 tal que v = T'(u) # 0 (c.c., T=0) e assim 1 -v =
T(u) =T(T(u)) = T(v) garante que um (1) é autovalor. De forma analoga existe u # 0
tal que v = [T'—I](u) # 0 (c.c., T=I) obtendo T'(v) = T'(T(u) —u) = T(T(u)) =T (u) =
T(u) —T(u) =0y =0-v. Ou seja, 0 também é autovalor.
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2. Exemplo de uma matriz Asys # 0, Aoy # I, e tal que Ty : R? — R? seja idempotente.
0 0
0 1|

Solugao. Se T' = 0 ou T' = I nao tem nada a provar. Suponhamos entao que 0 #
T # I. Aplicando o resultado de item (1), T possui os autovalores o e 1. Seja
m(x) = z(x — 1) = 2% — x (polinémio de termos lineares com os autovalores distintos
de T). Entao m(T) = T?> — T = 0, pois T é idempotente. Ou seja, m(z) anula T

Solucgao. Por exemplo

3. Idempotente implica diagonalizavel:

provando que T' é diagonalizavel. O
Q 5.28.
-3 4 ”_1 4 2" —1 4(2"+1)
—1 3 —2"—1 2" + 4
0o 7 —61" 59 4 noo -1/6 -3 1
-1 4 0 =113 2 10 /2 4/3 -1
0 2 -2 2 21 0o 27 —-2/3 —-1/2 1

5.5.3 Questoes da ANPEC

ANPEC (1996 Q14). Indique as afirmativas verdadeiras e falsas. Considere as matrizes
A e B, ambas quadradas de ordem n. Afirma-se:

V (0) Se A é ndo-singular entdo:

1
A7 = o
A

V(1) Al = [A.

V (2) trago(A+B)= trago(A) + traco(B).

F (3) Sejam Ay, Ag, ..., A, os autovalores de A. Se A é nao singular, I | \; > 0.

Solugao. A nao singularidade apenas garante que nenhum autovalor seja igual a zero.
O produto pode ser negativo (descreva um exemplo como exercicio).

V (4) Sejam 6,0, ...,0, os autovalores de B, e B = A~!. Entao

(TG A [T, 6] = 1.



IE-UFRJ 221

Solugao. Note que

1 = det(AA™Y) = det(A)det(B) = [T\ [IT7,6;] .

V (5) Se A é nao singular, entao (A")~' = (A7) .
F (6) Se A e B sdo nao singulares, entao (AB)™' = A~'B~1.

Solugao. O correto seria (AB)™! = B~1A~L.

Solugao. Os itens (0),(1),(2) e (5) descrevem propriedades elementares.

4 1 =5
ANPEC (1997 Q14). Considere a matriz A = | =2 3 1 |. Julgue as afirmativas
3 -1 4

abaixo:
V (0) [(det A) —98]*> + 11 = trA (onde trA é o trago de A).

Solugao. det(A) =48 —10+3+454+4+8 =98 e tr(A) =4+ 3+ 4 = 11. Entao
(det A) — 982 + 11 = 02 + 11 = 11 = trA.

F (1) A é uma matriz idempotente.

Solugao. det(A) ¢ {0,1} (Vide questao 5.27).

F (2) det(A™") = L.

Solugao. Na verdade,
1 1

" det(A) 98

det(A™)

V (3) O ntcleo do operador linear definido pela matriz A é o vetor zero.

Solugao. Note que det(A) # 0 implica que A é de posto maximo, assim a nulidade de
Aé3—3=0ceosistema Axr = 0 possui apenas a solucao trivial.

ANPEC (1998 Q15). Considere uma matriz de ntimeros reais X, nem todos nulos,
F (0) A matriz X*X ¢é sempre simétrica e singular

Solucgao. Considere o contra-exemplo X = I.

V (1) O escalar v' X' Xv, onde v é vetor nao nulo, é ndo-negativo



222 Garciga O.,R.

Solugao. v' X' Xv = (Xv)(Xv) = || Xv||? > 0.

F (2) Os valores caracterfsticos de X*X podem ser negativos

Solugao. Sejam \ escalar e v unitdrio tais que X*Xv = A\v entao, do item (1),

A= A]> = v = D, v) = (X' Xv,v) = 0" X" Xv > 0.

F (3) Se X é quadrada entao XX é invertivel.

Solugao. Considere o contra-exemplo X = [0].

ANPEC (1999 Q6). Seja X matriz quadrada de ordem n cujos elementos sao nimeros
reais nem todos nulos. Indique se falsas ou verdadeiras as afirmacoes:

F (0) X é necessariamente nao-singular.

Solugao. Considere por exemplo a matriz quadrada nao nula X = [ é 8 } .

V (1) Se Ai, Ao, Az, ..., A, forem os seus valores caracteristicos e se X for singular, o produto
deles sera necessariamente nulo.

Solugao. Lembre que det(X) = MAAs---A,. Logo, det(X) = 0 se e somente se
algum autovalor for zero.

V (2) A matriz inversa de X, se existir, atenderd necessariamente a equagao: X - X! =1,
onde I representa a matriz identidade de ordem n.

Solucgao. Vide a definicao de matriz inversa.

V (3) Quando qualquer das linhas de X pode ser expressa como combinagao linear de outra(s),
pelo menos um dos valores caracteristicos é nulo.

Solugao. Nesse caso det(X) = 0 e aplique a propriedade em (1).

ANPEC (1999 Q14). Classifique como verdadeira ou falsa cada uma das afirmativas sobre
a matriz A:

— N DN
—_— O =N
N O N

F (0) Suas colunas sao vetores linearmente independentes
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Solugao. ¢4 = 2c3.

V (1) Seu determinante é nulo

Solugao. Vide (0)

F (2) E matriz ortogonal
Solucgao. ||cl| # 1.

F (3) Suas colunas constituem uma base para R*

Solugao. Sao linearmente dependentes (Vide (0)).

F (4) Suas linhas constituem uma base para R*

Solugao. det(A) = 0 implica linhas linearmente dependentes.

ANPEC (2001 Q7). Seja T' o operador linear cuja matriz na base natural {(1,0), (0,1)} é

dada por M = [ 3 ; ] Assinale V (verdadeiro) ou F (falso):

A imagem de T é o R? ;

O ntcleo de T é uma reta em R

vV (0)
F (1)
V (2) Os auto valores de T" sdo positivos e distintos;
F (3) Os auto vetores de T' sdo ortogonais;

V (4)

O operador T possui um operador inverso 7! tal que para todo ponto (x,y) € R?
tem-se T71<T(l‘7 y)) = (1:7 y) :

Solugdo. T : R* - R* T = Ty e dim(N(T)) = nulidade(M) = 2 — posto(M) = 0 pois
posto(M) = 2 (Note que det(M) = 6 —2 = 4 # 0. Entao, N(T) = {(0,0)}, que nao
¢ uma reta; T é injetora; consequentemente, sobrejetora pois as dimensoes do dominio e
contradominio coincidem; e assim, bijetora de modo que 7" possui inversa. Sobre autovalores
note que o polinomio caracteristico é

pz)=2"-br+d4=(r—1)(z—-4) = (plz)=0z=1 VvV z=4).

Logo, os autovalores sao positivos e distintos. O item (3) tem solugao imediata escolhendo
dois autovetores colineares de um mesmo autoespagco (logo nao ortogonais). Por uma questao
de completude incluimos o célculo efetivo dos autoespacos:

Vi: (29); [g ” {ﬂ _ lg}@2x+y:O:>V1:{(a:,—2x);xER}:Vet{(l,—Q)}.
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€

Vi (2y): {—21 _12} {ﬂ _ [8} o —aty = 0= Vi = {(#,2); x € R} = Vet{(1,1)}.

Em particular, mesmo escolhendo autovetores de autoespacos diferentes, obtemos
(1,-2),(1,1)) =1-2=—1#0

indicando que nao sao ortogonais.

ANPEC (2002 Q6-(0,1)). Assinale V (verdadeiro) ou F (falso):

F (0) Seja A uma matriz nao-singular com autovalores 71, 75 € r3, com r; < ro < r3. Se
r1 =1 e trago(A) = det(A) = 6, entdo 2 —rz = —2.

Solucgao. Usando propriedades do traco e do determinante obtemos

6=tr(A)=ri+ro+rs=1+ro+r3 e 6=det(A)=riror3 =rors —

6 6
ro+r3=5 e rg=— — rg4+—=5 —
L) T2
12 —5rg+6=0< (ry —2)(rs—3) =071, =2 V 15 =3.
Quandorg =2, 13 =5—-2=3ery/ri —r3=r9—13 =2—3 = —1 # —2; e quando
7’2:3,T3:5—3:2€7”2/7’1—T3:7”2—7’3:3—2:17&—2.

V (1) Uma matriz é singular se, e somente se, possui um autovalor igual a 0.

Solugao. Lembre que det(A) = I \; onde \;, i = 1,...,n, representam os autova-
lores de A.
10 3
ANPEC (2003 Q4). Considerando a matriz A = 0 1 3 |, assinale V (Verdadeiro)
-1 10

ou (F) Falso:

0

A é inversivel.

2

F (0)
V (1) Todos os autovalores de A sao reais.
F (2) A ¢ diagonalizavel.

F (3)

3) A tem um autoespaco de dimensao 2.
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0 0 a
V (4) Se P é uma matriz inversivel tal que PAP~™'=| 0 1 b |,entdoc>0.
00 ¢
Solugao. Calculemos os autovalores de A:
11—z 0 3
palz) = 01—z 3 |=(1-2)*-2)+31-2)-3(1-2)

-1 1 —x
= —z(z—-1)?% = A\ =0 e M\ =1 (multiplicidade 2).

De aqui podemos concluir que (0) é falso pois o determinante de A é zero e que (1) é
verdadeiro. Note agora que A nao é diagonalizavel porque z(x — 1) nao anula A:

3
3
-1

1 0
A[A - [] = 01 = [Cz‘j]sxs #0, pois ¢ = —3.
-1 1

S W W

0 0
0 0
-1 1

De aqui podemos concluir que nao ha autoespaco de dimensao dois. Caso contrario, dito
autoespaco seria Vi e A seria diagonalizdvel. Por ultimo, ¢ + 1 = tr(P~'AP) = tr(A) =
S22 A =0+1+1=2implicac=1>0.

ANPEC (2003 Q5-(3,4)). Assinale V (verdadeiro) ou F (falso):

F (3) Seja T': R" — R™ uma transformagao linear. Se 2y, 27 € R™ sao tais que T'(2p) =0 e
T(z1) =y # 0, entdo T'(azy + bx]) = y quaisquer que sejam os numeros a,b € R.

Solucgao. Usando a linearidade de T" obtemos

T(azy+ bxy) = aT(z) +bT(21) = a0+ by =by#y Vb#1 N y#0.

V (4) Seja T : R® — R uma transformagao linear. Entao, existe (a1, as,a3) € R3 tal que
T(z,y,2) = a1z — asy + azz .

Solugao. Considere a base canonica em R?: ¢! = (1,0,0), ¢ = (0,1,0) e e® = (0,0, 1).
Entao, para cada x € R? existem tinicos 1, 22, 3 € R tais que

T(z) = T(x1, 29, 73) = T(w1e" + 226* + 23€6”) = 21T (e') + 29T (€?) + 23T (€?).
Defina a; = T'(e'), az = —T(e?) e az = T(e?) para obter o resultado desejado.

ANPEC (2004 Q4-(3,4)). Responda V (verdadeiro) ou F (falso):

F (3) Se u e v sdo dois autovetores de uma matriz X associados a dois autovalores distintos,
entao u e v sao colineares.
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Solucgao. Vetores colineares nao sao linearmente independentes.

Se X é uma matriz inversivel e simétrica, entao seus autovetores sao dois-a-dois orto-
gonais.

Solucgao. Escolha v = 2u, u # 0, num mesmo autoespaco.

ANPEC (2005 Q1-(0,1,2,4)). Avalie as afirmativas: Dada a matriz

Vv (0)

123 4
056 7
A= 0028 9
0 0 0 10

O polinomio caracteristico de A é produto de fatores lineares diferentes.

Solugao. Note que A é triangular superior e que todos os elementos da sua diagonal
principal sao diferentes estes por tanto, autovalores diferentes. Ou faca a conta:

1—=x 2 3 4
0 5—x 6 7
pa(z) = 0 0 8o 9 =(1—2)5—2)(8—2)(10 — z).
0 0 0 10 —

Se {1, A2, A3, Ay} sdo os autovalores de A, entdo Y, A2 =trago(A?).

Solugao (Solugao 1). Uma solugao imediata pode ser obtida a partir da aplicacao
direta do seguinte exercicio:

Exercicio. Se A é diagonalizavel e seus autovalores sao A1, -+, \, entao para cada
k € N temos
n
tr(A¥) =) AL
i=1

Note que A é diagonalizavel (Vide item (2)) e facan =4 e k = 2.

Solugao (Solugao 2). Neste caso A% nao ¢é dificil de ser calculada e, de (0), os autova-
lores sao 1, 5, 8 e 10. Logo,

123 4 123 4 1 12 39 85

2 1 056 7 056 7| | 025 78 159
A=Al = 008 9 008 9] |0 0 64 162
0 0 0 10 0 0 0 10 0 0 0 100

tr(A) =1+ 25+ 64 + 100 = 1% + 5% + 8% + 10%
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V (2) A ¢ diagonalizdvel.

Solucgao. A, de ordem 4, possui 4 autovalores distintos.

F (4) A dimensao do ntcleo da matriz (A — 51,) é maior ou igual a dois.

Solugao. Se isso fosse verdade obteriamos um sistema L.I. de 5 ou mais elementos em
R* (uma contradigao pois dim(R*) = 4); a saber, um sistema de autovetores associados
aos autovalores distintos: um para cada, a menos A = 5 que forneceria no minimo dois
(note que o nicleo de (A — 51;) é o autoespago do autovalor 5).

ANPEC (2006 Q3-(3)). Avalie as opgoes
F (3) Uma matriz A n xn é diagonalizavel somente se seus autovalores forem todos distintos.

Solucgao. Considere, por exemplo, a matriz identidade. E trivialmente diagonalizavel
e possui apenas um autovalor de multiplicidade n.

ANPEC (2006 Q11-(4)). Avalie as opgoes

V (4) Seja A uma matriz nxn que tem n autovalores reais diferentes. Se todos os autovalores
de A sdo menores do que 1 (em médulo) entdo A* =5 0.

Solugao. A existéncia de n autovalores reais diferentes garante que A é diagonalizavel entao
existe P inversivel tal que P"'AP = D onde D = Diag()\i,...,\,) é a matriz diagonal com
os autovalores de A e P é matriz de mudanga de base (da base de R", como espago vetorial
sobre o corpo dos ntumeros reais, formada de autovetores de A para a base candnica). Entao

Diag(A2,...,)}) = D* = (P"'AP)* = (P"'AP)(P 'AP) = P"'AIAP = P~'A’P
e, via inducao em t € N,
Diag(\L, ..., \) = D' = P~1A'P.

Em particular,
A" = PDiag(\L,... \L)P~t = PD'P~*,

Logo, se todos os autovalores de A sdo menores do que 1 (em médulo) entao

lmAf=0, ¥i=1...n = A =% PDiag(0,...,0)P~ = POP~! = 0.
—00

ANPEC (2006 Q12). Sejam A; e Ay os autovalores de [ ; g } . Calcule Ay Ag — (A1 + Ag).
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Solugao. Calcule os autovalores e substitua na expressao ou note que

ANPEC (2007 Q1). Seja A a matriz, na base canonica, do operador linear L : R? — R?
dado por L(x,y,z) = (v + 2y + 3z,4x + by + 62, 7x + 8y + 9z). Denote por {1, A2, A3} os
autovalores da matriz A. Julgue os itens abaixo:

V (0) O posto de A e 2.

V (1) L(1,-2,1) = (0,0,0).
F (2) Ahohs 2 0.

V (3) M+ A+ A3 =15,

V (4) L e diagonalizdvel.

Solugao. Note que L(1,-2,1) = (1—-4+3,4—10+6,7—16+9) = (0,0,0) garante
que (1) é verdadeiro e consequentemente que o sistema Az = 0 possui solugao nao trivial,
ou seja, que o posto de A é menor do que trés. Obtenhamos A: L(1,0,0) = (1,4,7),

1 2 3
L(0,1,0) = (2,5,8) e L(0,0,1) = (3,6,9). Entao A = [L]2 = | 4 5 6 |. Observe que
78 9
. 1 2 . . - .
a submatriz Asz = 4 5 | possul determinante 5 — 8 = —3 nao nulo. Assim, o posto de

A é no minimo dois. Ou seja, posto(A) = 2 e (0) é verdadeiro, além disso, det(A) = 0 o
que implica que hd um autovalor igual a zero e (2) é falso. O item (3) pode ser justificado
pelo fato de que tr(A) é a soma de seus autovalores e, neste caso, tr(A) = 15. Ou também,
podemos efetuar o calculo dos autovalores (o que também resolverd o item (4)).

1—X 2 3
pa(A) = 4 5—-X 6
7 8 99—\
= (1=XNB=MN9—X)+84+96—21(5—X) —48(1 — ) — 8(9 — \)
= (5=5A—=A+A(9—\) + 180 — 105 + 21\ — 48 + 48\ — 72 + 8\
= 45— 54N+ 9N —BA+6A% — N3+ TTA — 45
= N H15A7+ 180 = - AN\ =150+ 18) —

15+ /152 — 4(1
pa(A) = 0&A=0V A= o ‘Z <8)_

De modo que A possui trés autovalores distintos em dimensao trés o que é suficiente para
ser diagonalizavel. Em particular:

15—+/153 15++153 15 15
AL+ A+ A3 =0+ 5 + 5 =5 +5 =15
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ANPEC (2008 Q2-modificada). Seja V o espago vetorial das matrizes 2 x 2 identificado
com R* de sorte que cada matriz (aij) € V seja identificada? com o ponto (a1, aiz, da1, ags) €
R*. Denote por \; < Ay < A3 < M\ 0s autovalores do operador linear 7 : V — V dado
por T(A) = A", em que A’ ¢é a transposta da matriz A. Sejam E,B,C,D € V tais que

E B . . . .
M = C D ) é a matriz , na base canonica de R* = V., do operador linear linear 7.

Julgue as afirmativas:
FO) M=h=X=N=1e(TA=A & A ésimétrica).
V (1) |A]? = |T'A]* = \?|A]? sempre que se tenha T(A) = \A.
V(2 \Mi=-1e(TA=XMA & A é anti-simétrica).
F (3) Trago(M) =0e detM = —1.
V (4) E+ D ¢é a matriz identidade de V.

Solugao. Obtenhamos M:

~

10 10 10
T(o 0) - (0 0> :<0 0)_<1’0’0’0)
01 0 1Y) 00 _
T(o o) = (o o) :<1 0):(0’0’1’0)
00 00\ 01\ .
r(Vo) = (V0)=(00)=0100
t
00 00 00 .
f(30) - ()-8 1) weonn
Entao
1000
0010 10 00 01 0 0
M=10100 :>E_{0 0}’ B_{l 0}’ C‘[o 0} ¢ D‘{o 11'
000 1

Note que E+ D =1 ((4) 6 V); tr(M) = 2 ((3) ¢ F) e que os autovalores sao as raizes do

2Em relacdo a questdo divulgada na prova da ANPEC2008 modificamos a identificacdo com R* pois o
vetor (a1, a12,a13,a14) descrito nessa prova, provavelmente devido a erro de digitagao, anula a questao.
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polinémio caracteristico de M:

I-X 0 0 0
0 —-Xx 1 0 1 A 0
e = | o g |[=A=NED 1 —x 0
0 0 1-2)\

0 0 0 1-2)\

-\ 1
1 =)

= 1=’ =-1)=Q0-1P2A-1DA+1)=A-1*N+1) =

pu(A) = 0 A=—-1 (mult.1) Vv AX=1 (mult.3).

= (1=N)1=N)(-1)**"

\ (1= AN -1

Logo, (0) é Falso. Para checar o item (1) seja A autovalor e A autovetor associado (A" =

T(A) = \A). Entao
det*(A) = det*(A") = det*(T(A)) = det*(\A) = ()\Qdet(A))2 = Mdet?(A) = Ndet*(A)

onde a ultima igualdade decorre de A = £1. Por tltimo, checado que —1 é autovalor, note
que
TA)=(-1)A&e A" = —-A,

ou seja, A pertence ao autoespago associado a A\; = —1 se, e somente se, é antissimétrica (e
(2) 6 V).

ANPEC (2008 Q8-modificada). Seja P(t) = (—1)"t"+c1t" ' +- - -+¢,_1t+¢, o polindmio
caracterfstico® de uma matriz n x n A = (a;;) com entradas a;; € R. Julgue as afirmativas:

V (0) Se A ¢é simétrica, entdao A é diagonalizavel.

Solucgao. Sendo simétrica representa um operador autoadjunto.

F (1) Se A é invertivel e P(t) = tQ(t) + ¢, entao Q(A) = (detA)A™L.

Solugao. Note que ¢, = P(0) = pa(0) = det(A —0-1) = det(A) e, pelo Teorema de
Cayley-Hamilton, o polinémio caracteristico de p4 anula a matriz A, ou seja,

0=pa(A) = P(A) = AQ(A) + det(A)I.
Multiplicando a esquerda pela inversa de A chega-se a

0= A" [AQ(A) + det(A)T] = Q(A) + det(A)A™ = Q(A) = —(detA)A™".

3Tomei a liberdade de modificar sutilmente esta questao pela introdugio do coeficiente (—1)" para o termo
de mais alta ordem t™ do polinémio caracteristico assumindo erro de digitagdo na questdao da ANPEC2008
pois, se considerado o polinébmio moénico descrito em dita questao estariamos assumindo ordem n par para
a matriz e consequentemente a afirmacao no item (4) seria verdadeira tratando-se de uma condicional com
hipétese declaradamente falsa (n fmpar): em contradigdo com o gabarito divulgado pela ANPEC em que (4)
é falsa.
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F (2) Se A é invertivel, entdao A e A~! possuem os mesmos autovalores.

Solucgao. Considere, por exemplo, A = [ (2) g } que possui o unico autovalor A = 2

1/2 0

0 12 } e possui o autovalor 1/2

e é invertivel. A matriz inversa de A é A~! = [

diferente de 2.

F (3) det(—A) = (—1)""!det A.
Solugao. Lembre que det(cA) = ¢"det(A) onde n é a ordem da matriz A.

F (4) Se A é anti-simétrica e n é impar, entdo detA # 0 .
Solugao. AT = —A implica det(A) = det(AT) = det(—A) = (—1)"det(A). Sabendo

que n é impar obtemos

det(A) = —det(A) = 2det(A) =0 = det(A) = 0.

ANPEC (2008 Q14). Seja H uma matriz 4 x 4 idempotente, simétrica e nao-singular.
Seja 045 a matriz nula de ordem 4 X 5 e 0544 = 0,5 sua transposta. Seja ainda L uma
matriz 5 X 5 ortogonal. Considere a matriz 9 x 9 dada por :

H  O4xs
A=
05><4 L

Seja D = det(A’A) o determinante de A’A, em que A’ é a transposta de A. Calcule 9D + 3.

Solugao. Note que det(A) é o produto dos determinantes de H e de L (propriedades do
determinante?), logo D = det?(A) = det?(H)det*(L). De H sabemos que det(H) # 0 pois é
nao singular e HH = H, pois é idempotente. Entao

det’(H) = det(H) = 0= det(H)[det(H) — 1] = det(H) =1, pois det(H) # 0.

4Na passagem det(A) = det(H)det(L) estamos usando propriedades do determinante que poderiam ser
resumidas na seguinte sequéncia de exercicios. Sejam X = [Z4j]rxr, ¥ = [Yij]l(n—r)x(n—r)» C = [Cijl(n—r)xr €
D = [di;]rxr onde d;; = 0, Vi # j matrizes reais, n,r € N, n > r:

D
a) Se B = entdo det(B) = I}_,d;;det(Y).
C Y |
[ X 0] I, 0 X 0
b) Se A= entdo A = .
| 0 Y | 0 Y 0 Inr
AR
c) Se A= entao det(A) = det(X)det(Y).
0 Y
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A ortogonalidade de L implica LTL = I, de modo que
1 = det(I) = det(L"L) = det(L")det(L) = det*(L).
Consequentemente,
D =det*(H)det*(L) =1(1) =1 = 9D +3=9+3 = 12.

ANPEC (2009 Q3). Se A é a matriz na base canonica de T : R* — R3 dada por
T(x,y,z) = (2,2 —y, —2), julgue as afirmativas:

F (0) A dimensao do nticleo de T é 2.

Solugao (Solugao 1). Usando a definigao, (z,y,z) € N(t) equivale a (z,x —y, —2) =
(0,0,0), i.e., z=0e x =y. Ou seja,

N(T) = {(z,2,0); z € R} = Vet{(1,1,0)} = dim(N(T)) = 1.

Solugao (Solugao 2). Nulidade de A = 3 — posto(A) = 3 —2 = 1. Onde A esta
descrita no item (2) a seguir. Para concluir que o posta dela é dois note que a linha
trés é multiplo da linha um implicando det(A) = 0 e posto(A) < 2. Por outra lado, a
submatriz As; obtida de A eliminando a linha trés e a coluna um possui determinante
diferente de zero garantindo posto(A) > 2.

V (1) {(0,1,0),(1,0,—1)} é uma base da imagem de T.

Solugao. Vide o Gabarito sobre Espacos Vetoriais.

0 1 0
V (2) A transpostade Ae A'= |0 —1 0
1 0 -1

Solugao. Lembre que a base canonica o em R é o sistema ordenado {(1,0,0), (0, 1,0), (0,0,1)}.
Entao

7(1,0,0)=(0,1,0), 7(0,1,0)=(0,—1,0), e 7(0,0,1)=(1,0—1) =

0 0 1
7(1,0,0)a=| 1|, [T0,1,0)a=]| -1, e [T(0,0,D)]a=] 0 | =
0 0 ~1
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F (3) SeU =1{(0,0,z2) | z € R} entao T'(U) C U.

Solugao. 7(0,0,2) = 27(0,0,1) = 2(1,0,—1) ¢ U.

V (4) {(z,y,2) e R® | T(z,y,2) = (0,1,0)} é uma reta no plano xy.

Solugao. Note que T'(z,y,2) = (0,1,0) se, e somente se, Alzx|, = [T(z,y,2)]a =

[(0,1,0)],, i.e.,
0 0 1 T 0
1 -1 0 To = 1 Sax3=0 AN x1—20=1 AN —23=0.
0 0 —1 T3 0

Ou seja,

T-1((0,1,0)) = {(z1,21 — 1,0) | 21 € R} = {(0,—1,0) + 21(1,1,0) | 21 € R}.

ANPEC (2009 Q6). Denote por M, o espaco das matrizes n x n com entradas a;; € R.
Seja D : My x My — M, a aplicagao dada por

D(X,Y):(g( }9)

em que 0 € M, é identicamente nula. Seja A a matriz da aplicacao linear L : R? — R?, dada
por L(z,y) = (y — z,y). Se B = D(A, A), julgue as afirmativas:

V (0) O polinémio caracteristico de A é dado por p(t) = —(1 — ?).
F (1 =AedetA=detB =1.
F (3) O polinémio caracteristico de B é dado por q(t) = t* + 2t + 1.

(0)
(1) A
V (2) Se A é um autovalor de A, entdao A é um autovalor de B.
(3)
V (4)

A é diagonalizavel.

Solugao. Seja a = {(1,0), (0,10} a base canonica de R?. Entao L(1,0) = (0—1,0) = (—1,0)
e L(0,1) = (1 —0,1) = (1, 1) entdo

A:[L]g:{_é ”

Logo, Det(A) = —1 (e (1) é falso) e Pa(t) = t* — 1 = —(1 — t?) = p(t) (obtendo que (0) é
verdadeiro). Em particular, A possui dois autovalores reais distintos: —1 e 1. Lembrado que
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L esté definido em R? que possui dimensio 2 podemos concluir que L (ou A) é diagonalizdvel
(ou seja, (4) é verdadeiro). Observe agora que D(A—tI, A—tl) = B—tl. Consequentemente

Pp(t) = det(B —tI) = det(D(A — tI, A — tI)) = [det(A — tI)]* = [Pa(t)]*.

De modo que se A é um autovalor de A (i.e., raiz de p4(t)), entdo A é um autovalor de B (e
(2) é verdadeiro). Mais ainda,

Pp(t)=[t* =12 =t* — 26> + 1 # q(1) = (3) Falso.
E- 0 0 E 21
ANPEC (2009 Q11). Sejam A= [ 0 —1 1 | eB= |0 —1 1 |. Julgue os itens
1 1 k 0 0 k
abaixo:

V (0) tr(A) = —det(B) entao k = 1.
Solugao. tr(A) =k — 1+ k =2k — 1 e det(B) = —k*. Logo,
tr(A) = —det(B) 2k — 1=k 0=k -2k+1=(k— 1) = k=1

F (1) Se k=1 entao 0 ¢é autovalor de A.
Solugao. Calculemos os possiveis autovalores de A:
kE— A 0 0
0 = det(A—\)= 0 —1—-A 1
1 1 E— A\
= (k=N*(-1-X)—(k—\)
= —(k=N[E=XNA+X)+1]
= A=k [-N+k-DrA+k+1]
& A=k V XN+(1-kA-(k+1)=0. (5.2)
Logo, se k = 1 os autovalores de A sao A = 1 e as solucoes da equacao de segundo

grau A2 4+ 0\ — 2 = 0, que sdo A = £v/2. De modo que A = 0 néo é um dos possiveis
autovalores.

1
F (2) Para todo k, v = -1 ¢ autovetor associado ao autovalor k.

k—1

Solugao. Do item anterior sabemos que A = k sempre é autovalor de A. Vamos entao
checar se Av = kv:

k00 1 k 1
Av=|0 -1 1 -1 | = k k| 1 | #ko.
1 1 k|| k=1 k(k —1) k—1
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V@3)

Se k # 0 ek # —1 entao o sistema Ax = b tem solugao tinica em que z = ( Ty Ty X3 )T

eb=(b by bg)".

Solugao. Se k # 0 e k # —1 entdo A = 0 nado é autovalor de A (vide (5.2)). Logo,
Det(A) # 0; o posto de A é trés e sua nulidade é zero independentemente de b. Ou
seja, Ar = b é compativel determinado.

Se k = 0 entao o sistema Bz = 0, em que 0 ¢é o vetor nulo, sé admite a solugao trivial,
isto é, z = 0.

Solugao. Se k = 0, o posto de B é menor do que trés (de fato, é igual a dois) e sua
nulidade positiva (um). Consequentemente o sistema de equagdes lineares homogéneo
Bz = 0 possui infinitas solucoes.

2 -1 b 1

ANPEC (2010 Q11-(1,2,3)). Considere as matrizes A = [ Loa }, B = [ L b} e

O:

V(1)

cos(f)  sen(0)
—sen(0) cos(0)

. Julgue as afirmativas:
Se —1 é autovalor de A, entao a = 0;
Solugao. Calculando o polinémico carateristico de A obtemos

paAA) = A — (OA+ (=1 —2a) =0 = \* =1+ 2a.

Logo, se —1 é autovalor de A, entao 1 = (—1)? =1 + 2a; ou seja, a = 0.

Seb=2v= ( ; ) é um autovetor de B;

Solugao. Note que dito v é um autovetor de B se, e somente se Av = A\v para algum
escalar \; assim, fazendo b = 2, obtemos

23 G) G (R) ()= smr namn o smase

o que é impossivel.

Se a > —1/2, entao A é diagonalizédvel.

Solugao. Se a > —1/2, entao 2a +1 > 0 e do item (1) sabe-se que nesse casso A\ =
—vV1+2a e \; = 1+ 2a sdo dois autovalores (reais) distintos da matriz quadrada
de ordem dois A; o que é suficiente para garantir que A ¢é diagonalizdvel (em R? como
espago vetorial sobre os escalares reais).
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ANPEC (2011-Q5-(2)). Seja A = (a;;) uma matriz real n xn. Considere o sistema Az = b
abaixo e julgue as afirmativas:

anry + apry + 0+ T, = b
a21T1 + QX2 + -+ Agpx, = b2
A1+ ApaTy + 0+ AT, = by
F(2) Seby =by =---=0b, =0e0 ¢ autovalor de A, entdo o sistema possui uma tnica

solucao.

Solugao. Nesse caso o conjunto solugao é o ntcleo de A, que possui dimensao maior
ou igual a um sob a hipdtese de zero ser autovalor. Logo, é um conjunto infinito.

ANPEC (2011-Q6). Considere as transformagoes lineares T : R® — R3 e L : R® — R?
definidas por

x 20 — 2y + 3z T 1 01 x
Ty | = 3y — 2z e Ll y |=|11 2 Y
z -y + 2z z 2 1 3 z

Seja A a matriz de T relativa a base canonica de R3. Julgue a afirmativa:
F (0) L é sobrejetora.

Solucgao. Note que a matriz que representa L é singular pois a linha 1 é a linha 3 menos
a linha 2; ou seja, seu determinante é zero. Logo, nao é injetora e, consequentemente,
nao é sobrejetora pois a dimensao do dominio e do contradominio é a mesma.

V (1) Se v € R3 é tal que v7 = (—1,—1,1), entdo {v} é base para o Nticleo de L.

1 01 -1 0
Solugao. L(v)= |1 1 2 —1 | = 0 ]. Entdov € N(L). Em particular, v
213 1 0

¢é autovetor associado ao autovalor zero e a matriz que representa L na base canonica
nao é de posto maximo. Note ainda que o posto de dita matriz é dois, pois o determi-
nante da submatriz quadrada obtida dela eliminando a linha e coluna trés é diferente
de zero. Logo, seu posto é dois e sua nulidade é um. De modo que dim(N(T)) = 1.
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Solugao. Seja a = {e; = (1,0,0)7,e; = (0,1,0)7, e3 = (0,0, 1)T} a base canodnica de
es) = (3,

R3. Entao, T'(e1) = (2,0,0), T'(es) = (—2,3,—1)T e T( ,2). Entao,
2 -2 3
T(e)la=1{ 0], T(ea=| 3 |, [Tla)a=| -2 | =
0 1 2
2 -2 3
=10 3 -2
0 -1 2

V (3) A possui trés autovalores distintos e portanto é diagonalizével.
Solugao. Da resolucao do item (2) temos

2—-X =2 3

pa(A) = Det(A-X)=| 0 3—-X =2
0 -1 2-=A
= (2—)\)(—1)1“ 3__1>\ 2__2)\ ’+OA21+0A31
— 2o NB-NE-N) -2 = (2 MO —5A+4)
= 2-NMA-1)(A—4)

F (4) Se v € R3¢ tal que vT = (1,1, 1), entdo v é autovetor de A associado ao autovalor 1.
Solugdo. T((1,1,1)7) =(2—2+3,3—-2,-1+2)7 = (3,1, 1)T #1-(1,1,1)7.

ANPEC (2011-Q12-(0,2)). Seja A a matriz 2 x 2 a qual estd associado o sistema de
equacoes diferenciais com coeficientes constantes reais

' =ax + by
Yy =cx+dy

Avalie os seguintes itens:

F (0) Paraa=b=d=1e c=4, os autovalores de Asdo A=1e pu = 3.

11

41 } Entao,

Solugao. Neste caso A = [

palr) =2 —(1+Dz+(1-4) =2°-20-3 = (z-3)(z+1) =0 2=—-1 V z=3.
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Paraa =d=—-b=—1¢0 < ¢ <1, os autovalores de A sao niimeros reais negativos
distintos.

Solucgao. Sea:d:—b:—1e0<c<1entéoA:[_Cl _11] Logo,

pa(z) = 2*—(=1-Da+(1—c) = 22422+ (1—c) =0 & 2 = 2= 42_ k) = -1+

Note agora que ¢ € (0,1) implica v/c € (0,1); o que garante que os autovalores sio
nimeros reais negativos distintos:

)\1:—1—\/E<—1+\/E:/\2<0.

ANPEC (2012 Q5). Seja T : R* — R? a transformagao linear dada por T'(z,y,z) =
(x+y—z,2+y). Denote por A a matriz da transformagao 7' relativa as bases canonicas de
R3 e R2. Julgue as afirmativas:

F (0)

A matriz A tem trés linhas e duas colunas.

Solugao. A tem trés colunas (tantas quanto o nimero de elementos de uma base
do dominio R?) e duas linhas (tantas quanto o nimero de elementos de uma base
do contradominio R?). Note que 7'(1,0,0) = (1,1), 7(0,1,0) = (1,1) e T(0,0,1) =
(—1,0); assim,

[T(1,0,0)]s = { 1 } , [T(0,1,0)], = { 1 } e [7(0,0,1)], = { _01 } ,

em que o = {(1,0), (0,1)} é a base canonica de R?. Logo,
11 -1
A= { 11 0 ] ‘
O posto da matriz A é igual a 2.

10 ¢ uma submatriz quadrada de A, de ordem dois e com deter-

minante diferente de zero; logo, A é de posto maximo (A possui apenas duas linhas)
2.

Solucgao. [1 -1

O nicleo e a imagem de T sdo dois subespacos de R?, cujas dimensoes sao 2 e 1,
respectivamente.

Solucgao. A imagem de T ¢ um subconjunto de R? # R3.
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vV (3)

vV (4)

O Ncleo da transformagao T é gerado pelo vetor (—1,1,0).

Solugao. (z,y,z) € N(T) se esomente se t +y—z=0c¢x+y=0,1e,z=0¢e
y = —x. Logo,

N(T)={(xz,—x,0); z € R} = {z(1,-1,0); € R} = Vet{(1,-1,0)} = Vet{(—1,1,0)}.

O sistema Az = b sempre tem solucao para qualquer b € R2.

Solucgao. Pelo Teorema do nticleo e da imagem,
3 = dim(R?) = dim(N(T))+dim(Im(T)) = 1+dim(Im(T)) =  dim(Im(T)) = 2.

Ou seja, T' é sobrejetora.

-1 0 1
ANPEC (2012 Q6). Considere a matriz A= | 3 0 —3 |. Julgue as afirmativas:
1 0 -1

F (0)

vV (3)

A matriz A tem 3 autovalores distintos.
Solucgao. Calculando o polinomio caracteristico

—1-X 0 1
pa(A) = Det(A—\)= 3 —A =3 | = =A(=1)*F?
1 0 —1-2X
= “A[(-1-2)=1]==-21+22+ N -1)=-XN2+)) =
pa(A) = 0&A=0 VvV =2

—1-A 1
1 —1-A

concluimos que A possui apenas dois autovalores distintos.

A matriz A tem um autovalor de multiplicidade algébrica 2.

Solugao. O autovalor A = 0 tem multiplicidade 2 (vide o polinomio caracteristico no
item (0)).

A matriz A nao é diagonalizavel por que o nimero de autovalores é menor do que a
sua ordem.

Solugao. Vide item (3)

A matriz A é diagonalizavel.
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Solugao. Do item (0) temos os autovalores distinto 0 e —2. Logo, basta checar se o
polinomio z(z + 2) anula ou ndo a matriz A:

-1 0 1 -1 0 1 -10 1
A(A+2I) = A°+2A=| 3 0 -3 3 0 -3|+2| 3 0 -3
1 0 —1 1 0 —1 1 0 —1

2 0 -2 -2 0 2 000

= |60 6 |+] 6 0 —6|=]000

-2 0 2 2 0 —2 000

Entao, A é diagonalizavel.

V (4) Os autovalores da matriz A produzem trés autovetores linearmente independentes.

Solugao. Sim, pois A, de ordem 3, é diagonalizavel (vide item (3)).

ANPEC (2013 Q7). Considere a transformacao linear T : R? — R? definida por T'(z,y) =
(r +y,7 — ay), a € R. Denote por A a matriz que representa T na base canonica de RZ.
Julgue as seguintes afirmativas:

0) A matriz associada a transformagao T' é nao singular para a = —1.
1) Se a = —1, o ntcleo de T' é um subespaco de dimensao 1.

sistema Az = ¢ sempre tem solucao para a = 1 e ¢ qualquer vetor de R

F(
Vi
V(2
F(
V (4

)
) O

3) O nicleo e a imagem de T' sdo subespagos cujas dimensoes sdo maiores do que 2.
)

Para qualquer valor de a o sistema homogéneo Axr = 0 tem solucao nula.

Solugao. T'(1,0) = (1,1) e T(0,1) = (1, —a); assim, A = [ 1 —1a } Entao, para a = —1,
A= 1 1 ¢ uma matriz com determinante igual a zero, i.e., singular (e (0) é falso), de

posto um e nulidade um. Lembrando que a nulidade de A coincide com a dimensao do seu
nticleo conclui-se que (1) é verdadeiro e, em particular, (3) é falso. O item (4) é trivial pois
todo sistema homogéneo admite a solugdo nula. Quanto ao item (2), seja a = 1. Entao,

1 , . . . .
A= [ 1 1 } é uma matriz com determinante diferente de zero e, aplicando por exemplo

a Regra de Cramer, o sistema linear Az = ¢ possui solucao tnica qualquer que seja ¢ € R?

-1 0 1
ANPEC (2013 Q10). Considere a matriz A= | 3 0 —3 |. Julgue as afirmativas:
1 0 -1
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F (0)

O ntmero de autovalores distintos da matriz A ¢é igual a ordem da matriz A .
Solugao. O polinémio caracteristico de A é

—1—z 0 1
p(z) = 3 — -3 =—z(1l+ x)2 +z=—zx[(z+ 1)2 —1]
1 0 —-1-—=x

= —a(@+1-1(@+1+1)=—2*(z+2).

Entao, os autovalores de A sao \; = —2, com multiplicidade um, e Ay = 0 com
multiplicidade dois; ou seja, A possui apenas dois autovalores sendo de ordem trés.

A dimensao do subespaco associado ao maior autovalor é 1.

Solugao. O maior autovalor é Ay =0 e (z,y, z) € Vj se e somente se

-1 0 1 x 0
3 0 =3 y| =10 —-—2+2z=082=2 Az, yecR =
1 0 -1 z 0

Vo =A{(z,y,2); =, y € R} = Vet{(1,0,1),(0,1,0)} = Dim(Vp) = 2.

A dimensao do subespaco associado ao menor autovalor é 1.

Solugao. A dimensao de um autoespaco é sempre maior ou igual a um. Também é
verdade que a soma das dimensoes dos autoespacos é menor ou igual a ordem da matriz,
no caso 3. Da resolugao do item (1) sabe-se que dim(Vp) = 2; logo, dim(V_3) = 1.

Os autovetores de A, v; = (0,1,0), vo = (1,0,1) e v3 = (—1,3, 1), formam uma base
de R3.

Solugao. v; e vy sdo uma base de V; (vide item (1)). Basta checar se vz € V_y:

-1 0 1 -1 1+1 2 —1
Avg = 3 0 =3 3 =| 3-3|=| -6 |=-2] 3 = —2v3, ok.
1 0 -1 1 -1-1 -2 1

Lembrando que autovetores associados a autovalores distintos sao L.I. concluimos que
V1, Vs, g sao trés vetores L.I. em R?, que possui dimensdo 3; ou seja, formam uma

base de R3.

A matriz A é diagonalizavel.

Solugao. Vide item (3).
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ANPEC (2014 Q1-(4)). Analisar a veracidade das seguintes afirmagoes:

vV (4)

A funcao f(x,y) = (ax + by, cx + dy) é bijetora se e s6 se ad # be.
Solucgao. Note que f representa uma transformacao linear de R? em R? e que

L0 = 0 ¢ fOD=0 ) = a=[E=]" ] ],

em que a = {(1,0),(0,1)} é a base candnica de R?. Logo, f ¢ bijetora se e somente se
o posto de A é méximo, i.e., det(A) = ad — be # 0.

ANPEC (2014 Q2). Considere a transformagao linear T : R? — R?, definida por T'(z,y) =
(2x 4 2y, x,y — x). Julgue as seguintes afirmativas:

F (0)

A matriz que representa T' em quaisquer bases tem 3 colunas.

Solugao. Note que T'(1,0) = (2,1,—1) e T(0,1) = (2,0,1). Logo, a matriz que
representa T’ nas bases canonicas é

Matriz esta que possui apenas duas colunas.

A transformacao linear 7' nao é sobrejetora.

Solugao. O posto da matriz A que representa T (vide item (0)) é dois.

Existe um vetor nao nulo que ¢é levado ao vetor zero.

Solugao. O posto da matriz A que representa 7' (vide item (0)) é dois; logo, sua
nulidade é zero (pois tem apenas duas colunas). Ou seja, a dimensao do nucleo de T'
é zero e, com isto, N(T') = {0}.

O sistema Tx = v sempre tem solugao para v na imagem da 7.

Solugao. Claro, pela definicao de imagem.

A imagem de T é um plano que passa pela origem e tem vetor normal (0,4, 2).

Solucdo. E um plano sim, que passa pela origem: {x(2,1,-1) + y(2,0,1); x,y €
R} =Vet{(2,1,-1),(2,0,1)}. Porém, (0,4,2) nao é miltiplo escalar do vetor normal
N =(2,1,-1) x (2,0,1) = (1, —4, —2).
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ANPEC (2015 Q15-(0,1,4)). Analise a veracidade das seguintes afirmagoes:

F (0) Se A\; # 0 ¢ autovalor de A € R™" | entao A ¢ invertivel (possui inversa) e um autovalor
. sy —1.
da inversa é \; ';

10
0 0
autovalor nao nulo (A = 1); porém, A nao é invertivel pois seu determinante é igual a
zero. Ou seja, A possui um outro autovalor que é igual a zero.

Solucao. Considere, por exemplo, a matriz singular A = [ } A possui um

V (1) Os autovetores da matriz [ nao sao ortogonais;

2
-2 10

Solugdo. O polindmio caracteristico é p(x) = 22 — 15z + 54 = (z — 6)(x — 9); logo,
A = 6 e Ay = 9 sao os autovalores da matriz. Calculemos entao os autoespacos

associados:

[ 5—6 2 1721 [o0]

2 106 |y |0 T =0 =2y = Vo= Ve{2, D}
e

[5—9 2 1721 T[o0]

2 109 | _y_—_0_<:>—2x+y—0<:>y—2x:>Vg—Vet{(Lz)}.

Entao ou os autovetores estao numa mesma reta (paralelos), caso do mesmo autoespago,
ou sao vetores nao nulos alinhados com (2,1) e (1,2) respectivamente; vetores estes
que nao sao ortogonais. De fato,

((2,1),(1,2))=2-1+1-2=2+2=4#0.
F (4) O nucleo da transformacao definida por uma matriz A € R3*? é 22y + x5 — 323 = 0,
entao essa matriz tem somente um autovalor nao nulo.

Solugao. Note que Dim(N(A)) = 2 e que Dim(R?) = 3, de modo que Dim(Im(A)) =
3 —2 =1; assim, A nao pode possuir mais do que um autovalor nao nulo. Porém, isso

0 0 O
nao garante que A possua algum autovalor nao nulo. Por exemplo, | 6 3 —9
2 1 -3

13

Claro, que chegar a uma matriz tal pode ser um tanto “trabalhoso”ainda que “in-
teressante”. Bastaria construir uma transformacao linear 7' : R?® — R? que s6 pos-
sua A = 0 como autovalor e nicleo como descrito no enunciado acima. Observe que
2x1 + x5 — 3x3 = 0 se, e somente se, 9 = 3xr3 — 2x1; de modo que

N(A) = {(z1,323 — 221, 23); 21,23 € R} = {(z1,—221,0) + (0, 323, 23); 21,23 € R}
= {.1’1(1, —2, 0) + $3(0, 3, 1), xr1,x3 € R} = Vet{(l, —2, O), (0, 3, 1)}
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Logo, {(1,-2,0),(0,3,1)} é uma base do subespago nicleo de A, que pode ser com-
pletada até formar uma base em R? adicionando um vetor que nao seja combinacao
linear deles; digamos, (1,0,0). Defina 5 = {(1,—2,0),(0,3,1),(1,0,0)} como sendo
essa base. Para construir 7" basta defini-lo apropriadamente nessa base: 17'(1,—2,0) =
(0,0,0) =7(0,3,1) e T(1,0,0) = (a,b,c) # (0,0,0), pois queremos que o nucleo de T
seja 0 mesmo; e [(a,b,¢)]s = (z,y,0)T, pois queremos que T nio possua autovalores
nao nulos. Esta tltima condi¢ao decorre da célculo da matriz de representacao de T’
na base (8

—.

[T]g = [[T(17_270)]ﬁ7 [T(07 371)]57 [T<17070>]ﬁ] = [6]57 [O]ﬁa [(a7b>c)]ﬂ
00 =z
= 0 0 y |, emque
0 0 =z
(a,b,c) = x(1,-2,0)+y(0,3,1) + 2(1,0,0)

que, sendo triangular superior, possui os autovalores 0 e z; logo, fixando z = 0, reduz-se
a escolha de a, b e ¢ as condigoes

(CL, ba C) = 17(17 _27 0) + y(O, 3a ]-) + 0<1a 07 0) = ({L‘, —2z + Syay) 7é (07 Oa O)

Fixemos, por exemplo, z = 0 1 para obter (a,b,c¢) = (0,3,1) e [(a,b,¢)]g =

ey =
0 00
(0,1,0); de modo que [T ]g = |0 0 1 | representa uma transformacao linear com
0 00
ntcleo igual ao Vet{(1,—2,0),(0,3,1)} e autovalor A = 0 com multiplicidade trés (e

nenhum autovalor ndo nulo). Para obter uma matriz com tais propriedades na base
natural (canonica) basta mudar a base:

X
I
|
Q0
I
~
@
|
=
M~
™R
£
e}
c
D
~
o)
I
I
O N
—= W O
O O =
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Lembrando que [I]§ = ([I]5)~", pode-se calcular dita matriz por eliminacéo simultanea:
1 01 ] 100 101] 10 0]
111 = [-2301] 010 032 1] 210
| 0 1 0] 001 010 00 1)
(10 1| 100 101\100'
> 01 0] 001 01 0] 00 1
032|210 00221 =3]
101 ] 1 0 100 | 0 —1/2 3/2
> 01010 O 1 <1010 0 O 1
|00 1 | 1 1/2 =3/2 001 |1 1/2 =3/2
0 —1/2 3/2
= 1) = (H7=]0 0 1
1 1/2 -=3/2
Finalmente, A pode ser escolhida como sendo
[ 10 1][0 00 0 —-1/2 3/2
A = -2 30 001 0 0 1
| 01 0][0O0O0 1 1/2 -=3/2
10 1][0 o0 0 0 0 0
= -2 30 1 1/2 =3/2 | =13 3/2 —9/2
| 01 0] [0 O 0 1 1/2 -3/2
11000
= 3 6 3 -9
2 1 -3 |
ou qualquer outro multiplo escalar nao nulo dela.
ANPEC (2017 Q2). Uma matriz M € R™" ¢ chamada idempotente se M? = M. Uma

matriz N € R™ " é chamada nilpotente se existe um nimero inteiro positivo k tal que
N* = 0 (matriz com todas as entradas nulas). Classifique as seguintes afirmacoes segundo a
sua veracidade:

V (0) O determinante de uma matriz nilpotente é zero;

Solugao. Vide o gabarito da Questao 5.26 que mostra que zero é autovalor; ou, sim-
plesmente aplique propriedades do determinante:

0 = Det(0) = Det(N*) = (Det(N))* = Det(N) =0, pois k > 1.
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Se M € R™™ é nilpotente, entao existe um nimero inteiro r tal que
(I-M)y'=I+M+M+---+ M
Solucao. Note que

I-MYI+M+M 4 +M) = [+M+--+M —M—-M—-.. — M
= I-M"T"' =T M =0.

Logo, basta fixar r = kK — 1 em que k representa a constante de nilpoténcia de M.

A soma de matrizes nilpotentes é uma matriz nilpotente;

Solucgao. Considere, por exemplo, as matrizes A = [ (1) 8 } e B = [ 8 (1) ], que
0

10 } nao ¢ nilpotente pois seu determinante é

sao nilpotentes; porém, A + B = {
diferente de zero.
O determinante de uma matriz idempotente é sempre 1;

Solugao. Pode ser zero (consulte o gabarito da Questao 5.27).

A matriz M € R™" é idempotente se, e somente se, (I — M) é idempotente.

Solucao. Note que

(I-M)=(I-M)?=(I-M)(I-=M) =-M—-M+M?<0=—M+M*< M = M

ANPEC (2017 Q4). Classifique as seguintes afirmagoes como verdadeiras ou falsas:

Vv (0)

Seja T' : R® — R"™ uma transformacao linear. Se T é injetora, entao T também é
sobrejetora;

Solucgao. Aplique o Corolario 5.18.

Seja T : R? — R? a transformagcao linear dada por T'(z,y) = (2x — 5y, x — 2y). Entao
existe um subespaco unidimensional V de R? tal que TV C V;

~ . . , 2 —
Solucao. Note que a matriz que representa 7' na base canonica de R? ¢ A = [ 1 _g } .

Entao, o polinomio caracteristico de T' é p(z) = 2? — 0z + 1, que nao possui raizes
reais (autovalores); logo, nao existe v € R?, nao nulo, e tal que T'(v) = v para algum
A € R; assim, nenhuma reta é invariante por 1" pois T'(v) # Av, VA € R, e qualquer

v # 0.
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F(2)

Seja T' : R" — R™ uma transformacao linear tal que as colunas da matriz que a
representa sao linearmente independentes. Entao o posto de T é m,;

Solucgao. No caso, n é o nimero de colunas e m, o nimero de linhas da matriz que
representa 7. Desse modo, a afirmagao é falsa quando m > n (e s6 é verdadeira se
n = m pois, por hipdtese, n é o posto da matriz - aqui n nao pode ser maior do que m
pois inviabilizaria a hipotese de independéncia linear dos n vetores coluna do espaco
de dimensao m, R™).

Sob as mesmas condigoes do item anterior, podemos afirmar que existe um vetor v # 0
tal que T'v = 0;

Solugao. Nas condigoes do item anterior o posto de T' é n e, consequentemente, sua
nulidade é zero; logo Dim(N(T)) = 0, isto é, N(T') = {0}.

Sejam 1" : R" — R" e G : R® — R" duas transformacoes lineares. Entao todo autovalor
de TG é também um autovalor de GT, em que TG e GT sao as duas compostas das
transformacoes T e G.

Solugao. Seja A um autovalor de T'G. Se A = 0 entdo Det([T'G]) = 0 e assim
Det(|GT]) = Det([T])Det(|G]) também é zero; ou seja, A = 0 também ¢é autovalor
de GT, e vice-versa. Podemos supor, entdo, A # 0. Seja v # 0 tal que TG(v) = v e
defina u = G(v). Entéo, u # 0 pois T'(0) = 0 e Av # 0; e ainda

GT(u) = G(TG(v)) = G(Mv) = AG(v) = Iy;

ou seja, A também é autovalor de GT'.

ANPEC (2019 Q14). Considere o operador linear definido por T'(z,y) = (z + y,x — y).
Seja D a regiao do plano limitada pelas retas: x +y = 1; z = 0; y = 0. Julgue as seguintes
afirmativas:

F (0)

F (1)

. , 11
A matriz que representa o operador T' é dada por [ 11 } )

Solugao. Note que 7'(1,0) = (1,1) e 7(0,1) = (1, —1); logo,
A= (112 = [[T(1,0)]. (70, 1)]a] = [[(1L, D] [(1.~D)] = [ - } -

A reta x +y = 1 é transformada por 7" em uma reta horizontal.

Solugao. Na verdade, x + y = 1 é transformada por 7" em uma reta vertical:

T, l-z)=@@+(1—-2),r—(1—2)=(1,2vr—1), z€R =retazr=1.
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As retas x = 0 e y = 0 sao transformadas por 7" em duas retas ortogonais.
Solucgao. De fato,

ou seja, r = 0 é transformada na reta y = —z e y = 0, em y = x; que sao perpendicu-
lares.

O operador T transforma a regiao D em um retangulo.

Solugao. T transforma a regiao D em um triangulo: regido 7'(D) delimitada pelas

retas x = 1, y = x e y = —x (consulte os itens (1) e (2)). Para mais detalhes consulte
a Figura 5.2
15
y=u
1
r+y=1
r=0
0.5+ D
y=0 r=1
1 0.5 0 15 2 25
T(D)
-0.5 1
y=-=x

Figura 5.2: Regioes D e E.

A area da regiao T(D) é a metade da area de D.

Solugao. Na verdade é o dobro, pois |Det(A)| = 2. Ou, simplesmente, calcule as
areas: A(D)=1/2, A(T(D)) = 2.

ANPEC (2020 Q6-(0-2)). Considere a transformagao linear f : R* — R? definida por

flz,y) = Qe +y,z+2y,2+y).

Julgue as seguintes afirmativas:

Vv (0)

f é uma transformacao linear injetora.
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Solugao. f(z,y) = (0,0,0) se, e somente se,
2r4+y=0 AN 24+2y=0 AN z2+y=0&y=—-2x A z=0 A y=0.

Entao, N(f) = {(0,0)}. Aplique entao a Proposi¢ao 5.16 para concluir que f é injetora.
F (1) f é uma transformacao linear sobrejetora.

Solugao. Dim(Im(f)) =2 < 3 = Dim(R?) (Vide item (2)).
V (2) Os vetores (2,1,1) e (1,2,1) formam uma base para a imagem de f.

Solucao. Note que

flx,y)=QCr+y,x+2y,x+y) = 2x,x,2) + (y,2y,y) = x(2,1,1) + y(1,2,1).

Entao, Im(f) = Vet{(2,1,1),(1,2,1)}; além disso, (2,1,1) e (1,2,1) sao linearmente
independentes (nao co-lineares); logo, formam uma base para a imagem de f.

ANPEC (2020 Q7-(0-3)). Dado o nimero real r € R, considere as matrizes

1 =8 _3

1 T 0 V10 \/gg \/2f4

AT = 3 —2 -1 e B= 2 E \4—1—14

o UG VE i

V (0) A equagao caracteristica de A, é (1 —A)(N2+ X —=3(1+7))=0.

Solugao. O polinomio caracteristico de A, é

1—A T 0
p(A) = Det(A, — M) = 3 —2-X -1
0 . Y
= (1=A2(=2=N—(1=XN=3r1=XN=01=N[1=A)(=2=))—1-3r]
= 1=N[-2=A+22+ X —1-3r] =1 = N[N+ X=3(1+7)]

F (1) Todos os autovalores associados & matriz A, sdo nimeros reais se, e somente se, r = 3.

Solugao. Da estrutura do polindémio caracteristico de A,, item (0), os autovalores sao
A = 1, que independe de r, e as rafzes de A2 + A — 3(1 + ), que sao reais se, e somente
se, A > 0:

13

A= -4 1 [301+n)=1+120+r)=13+12r20 & r>-.
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V (2) Os autovalores da matriz Az sdo —4, 1 e 3.

Solugao. Do item (0), p(A) = 0 se, e somente se, A =1 ou

—1+£v49  —147
2 2

M4+A=-314+3)=0 & I= A=—-4 V \=3.

V (3) As colunas da matriz B sdo autovetores da matriz As.

Solugao. Basta checar:

1 3 0
3 =2 -1
0 -1 1

1 3 0
3 =2 -1
0 -1 1

1 3 0
3 =2 -1
0 -1 1

I
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Capitulo 6

Espacos vetoriais com produto interno

Seja V, 4, - um espaco vetorial sobre os escalares reais. Uma funcao (-,-) : V. xV — R é
chamada produto interno se verifica as seguintes propriedades:

1. Bilinear.
2. Simétrica: Va,y € V, (z,y) = (y, z).

3. Parax eV,
(x,x) >0, e ((z,2) =0 2=0).

Observagao 6.1. O postulado 1.) refere-se a linearidade de (-,-) em cada uma das suas
variaveis vetoriais separadamente; ou seja, fixado w € V,

(w,au + pv) = alw,u) + f{w,v), Yu,v eV, a,p €R.

(ou + pu,w) = alu,w) + f{v,w), Yu,v €V, a,p €R.
Exemplo 6.2. R" possui o produto interno Euclideano em que (z,y) = z1y1 + - - TpYn.

Observagao 6.3. O postulado 2.) pode ser generalizado para atender espacos vetoriais
complexos; ou seja, quando o corpo escalar K que define o espaco é C e nao R. Nesse caso,
(z,y) = a+bi € C e a simetria é reformulada:

(y,x) = {(x,y) =a—bi
ou seja, (y, z) coincide com o complexo conjugado de (z,y). Em particular,
(w,au) =a(w,u) e (Aw,v) = AN w,v), a, e C.

251
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Observagao 6.4. O postulado 3.) refere-se & nao-negatividade do produto interno de um
vetor com ele préprio; assim, fica bem definida a fungao N(v) = /(v,v), Yo € V, que é
chamada norma induzida pelo produto interno. No caso produto Euclideano em R? tem-se

N(z) = V(w,7) = \Joi + 23 = [|z]]2,

que é a norma FEuclideana.

Proposicao 6.5. A funcio N : V — R; N(v) = \/{(v,v), Vv € V, € uma norma; ou seja,
verifica as sequintes propriedades:

i) N(v) >0, YveV e Nv)=0sv=0,.
iit) N(aw) = |a|N(v), Yv eV, aeR.
iv) N(u+v) < N(u)+ N(v), VYu, veV.

Exemplo 6.6. Em R?, a fungiao ¢(z,y) = ax1y; + bxays, a e b positivos, também é um
produto interno (diferente do Euclideano para a ou b diferentes de um). Neste caso, a
“bola”fechada de centro a origem e raio um

B[(0,0),1] := {z € R?*; y/ax? +ba3 < 1},

é uma elipse, e seu interior, de semi-eixos y/1/a e 1/1/b respectivamente. Consulte a Figura
6.1 (paraa=2eb=_8)

Figura 6.1: Bolas unitarias
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Exercicio. Prove que (A, B) = tr(ATB) é um produto interno em M (m,n). Qual seria a
norma induzida?

Teorema 6.7 (Desigualdade de Cauchy-Schwartz). Seja V, ¢(-,-), um espago vetorial mu-
nido de produto interno e N, a norma induzida, entdao

lo(u,v)| < N(u)N(v), u, vev.
Demonstracao. Um bom desafio (exercicio).

Definigao 6.8. Num espago vetorial munido de produto interno, V,+,-, (-,-), diz-se que
um vetor é unitario quando sua norma induzida for um; e, que dois vetores sao ortogonais
quando o produto interno entre eles for igual a zero.

Desse modo, um vetor nao nulo que nao for unitario pode ser normalizado ao multiplicar
pelo reciproco da sua norma:

N(Niu)“) B 'NEu) N =

Exemplo 6.9. Em R? v = (1,0) ¢ unitério em relacio ao p.i. Euclideano; porém, nio é
unitario em relacao ao p.i. ¢(x,y) = 2x1y; + 8x2ys pois

N,(1,0) = \/2(1)2 + 8(0)2 = V2 # 1.

Nesse novo p.i., a normalizagao de (1,0) é o vetor \%(1, 0) = (‘/75, 0).

Exemplo 6.10. (1,1) e (1, —1) sdo ortogonais em relagao ao p.i. Euclideano: 1-14+1-(—1) =
0. De fato, sao perpendiculares. Porém, nao sao ortogonais em relacao a ¢:

e((1,1),(1,-1)) =2-1-1+8-1-(=1) = =6 #0.

Na verdade, os vetores x = (z1, x5) ortogonais a (1, 1) em relagao ao p.i. Euclideano verificam
aequacao linear r14+x9 = 0 (i.e., 11 = —x3); e, emrelacao a ¢, 2x1+8x3 = 0 (i.e., x1 = —4xs).

Defini¢ao 6.11. Seja V, +, - um espago vetorial munido do produto interno (-,-). Um
sistema de vetores vy, vs,...,v, € V ¢é dito ortogonal se seus elementos sao dois a dois
ortogonais, ou seja, (v;,v;) = 0, Vi # j. Se ainda todos os vetores sdo unitarios, o sistema
ortogonal passa a ser chamado ortonormal.

Observacgao 6.12. Num espaco vetorial finitamente gerado sempre é possivel obter uma
base ortonormal. Basta fixar um base qualquer, efetuar o processo de ortogonalizacao de
Gram-Schmidt e normalizar os vetores resultantes (Vide [1, 8.4]). De fato, se v; e vy formam
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uma base do espaco vetorial (plano) m = Vet{vy,vs} e v1 L vy entdo, pode-se projetar vy
sobre a reta gerada por vy:

<UQ7 U1>
(vi,v1)

Py, (v2) = U1
e, imediatamente, escolher o vetor diferenca
wy = vy — P, (v2)
que ¢é ortogonal a v; (Consulte a Figura 6.2). Analogamente, se V = Vet{vy,ve,v3} entao

pode-se aplicar o esquema anterior para gerar o plano m = Vet{v;,wy} = Vet{vy,v} e
projetar vs sobre dito plano:

<v3,v1)v N (vg, wo)

PW(UBI) = P’Ul(v3) + Pw2 (U3) - (vl,m) ! <w27w2>

w2

e escolher o vetor diferenca ws = v3 — P.(v3) para compor a base ortogonal de V' com
{v1,we, w3} (Consulte a Figura 6.2). Finalmente, normalize os vetores para chegar numa
base ortonormal. De forma indutiva, pode-se aplicar o processo de ortogonalizagao para
qualquer quantidade finita n € N de vetores 1.i.

v £ vy

Figura 6.2: Ortogonalizagao de vy e vs. Figura 6.3: Ortogonalizagao de vy, vq, v3 .

]

Nao importa a origem do produto interno em V', fixada uma base ortonormal, ele se
comporta via identificagao com R™ como o produto interno Euclideano. Descrevemos esta
propriedade na proposicao a seguir.
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Proposicao 6.13. Seja (V, +, ) um espago vetorial munido do produto interno ¢(-,-) e
§ = {uy,ug, ..., u,} uma base ortonormal em V. Entao, para cada v, w €V,

(,D(U, UJ) = <xT’ yT> =T1Y1 + ToYo + - - + TpYn

I h
T2 Y2 ~

em que [v]s = x = , e ws =y = , sao as coordenadas na base § de v e w
Tn Yn

respectivamente.

Demonstracao. Conhecidas as coordenadas xi, zs,... , x, de v, na base J, temos v =

Tiug + -+ - Tpu, e, pela linearidade de ¢(-, w),
QD('U, w) = So(xlul + - 'xnumw) = m190<u17 'U)) + o+ mngp(umw) = ZxﬂO(ujaw)'
j=1

Analogamente, sendo w = yyu; + - - - + YpUy, € ©(u;, -) uma fungdo linear, tem-se

o(uj,w) = @(ug, yrur + -+ yptn) = y10(ug, ur) + - +yn(uj, un) =y;, Jj=1,...,n;

pois a base é ortonormal; ou seja, p(u;j,u;) =0, Vi # j, e ¢(uj,u;) =1, Vj. Logo,
plv,w) = pluy,w) =Y wjy; = (@, y").
= T A
J

]

Observagao 6.14. A identificacao de qualquer produto interno com o Euclideano, quando
fixada base ortonormal, faz com que a nomenclatura usual de um p.i. seja a do Euclideano:

<’>

6.1 Transformacoes autoadjuntas

Considere o contexto de um espago vetorial real (ou complexo) V' munido de um produto
interno (-,-) e de uma base ortonormal J, em relacdo a esse produto interno. Estudare-
mos, entao, os operadores lineares T' : V' — V que possuem um comportamento simétrico
em relacao ao produto interno, o que podera ser traduzido na simetria da matriz de repre-
sentacao.

Definicao 6.15. O operador linear 7' : V' — V ¢ dito autoadjunto quando
(T(v),w) = (v, T(w)), Yo,w € V.
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Lembre que se A é a matriz que representa a T’ na base §, [T]3, entdo

T)s=Avls =Az e [T(w)]s=A[w]s = Ay
—~— ~~

em que x e y sao as coordenadas de v e de w respectivamente. Entao, pela Proposicao 6.13,

(T(v),w) = ([T()]5,y") = ((Az)",y") = 2" Ay

(v, T(w)) = (", [T(w)]5) = (", (Ay)") = 2" Ay

Logo, dizer que T' é autoadjunto, equivale a dizer que
" Ay = 2T ATy, Vr,y € M(n,1) = R" o A=AT,

Resumindo,

Teorema 6.16. | T ¢ autoadjunto se, e somente se, [T]g € simétrica.

O resultado a seguir, conhecido como Teorema Espectral, descreve as principais proprie-
dades dos operadores autoadjuntos em relacao aos seus autovalores e autovetores.

Teorema 6.17 (Espectral). Seja T autoadjunto. Entao
1. As raizes caracteristicas sao reais.
2. Autovetores associados a autovalores distintos sao ortogonais.
3. Euxiste base ortonormal de autovetores de T em V' (em particular, T é diagonalizdvel).

Demonstracao. Seja T : V' — V autoadjunto. Para provar o item 1) suponha que V seja
um espaco vetorial sobre o corpo dos ntimeros complexos e que A = a + bi, a,b € R, seja um
autovalor complexo; fixe entdo um autovetor unitario v € V', associado a A, i.e., T'(v) = \v
e ||v]| = 1. Entao,

at+bi=X\ = MP|*=Xv,v) = Qo,v) = (T(v),v) = (v,T(v)) = (v, A\v)
——

P
1 T autoadjunto

= Mooy =Ap[P=A=a—-bi=b=0 =A=a€cR

Suponha agora, pro item 2., que T(vy) = Av1 e T(v9) = Aavg com vy, v € VN\{O,} € \i, Ag
escalares (reais - vide item 1.) diferentes. Entao,

AM(vy,v) = (Mg, v9) = (T'(v1),v9) = (v1, T (v2)) = (v1, Agv2)

(.

~
T autoadjunto

= )\2<U1,U2> = )\2<U1,U2> = <U1,U2> =0.



IE-UFRJ 257

A demonstracao do item 3. é de maior complexidade. Consideraremos aqui apenas o caso
mais simples em que V' é um espaco de dimensao dois, situacao em que a matriz simétrica que

a b

representa T" numa base ortonormal é da forma A = { b e } , com a, be creais quaisquer.

O polinomio caracteristico de A é

a—x b

_ 2 g2
D X (a+ c)x + (ac — b*),

p(x) =

cujo discriminante verifica
A = (a+c)? —4(ac—b*) = a* +2ac+ * —dac+4b* = a® — 2ac+c* +4b* = (a—c)* +4b* > 0.

Assim, A = 0 se, e somente se, b =0 e a = ¢; ou seja A = cl, que é obviamente diagonal (e
T'(v) = cv tem ¢ como tinico autovalor; porém, seu autoespaco V. = V' é todo o espago e assim
diagonalizavel inclusive admitindo a prépria base ortonormal § como base de autovetores).
Em qualquer outro caso, b # 0 ou a # ¢, A > 0 e, consequentemente, p(x) possui duas raizes
reais diferentes; dois autovalores diferentes em dimensao dois implicam a existéncia de dois
autovetores linearmente independentes (e ortogonais pois 7' é autoadjunto); normalizando
esses autovetores obtém-se a base ortonormal de auto-vetores desejada. O]

Exemplo 6.18. O operador linear T'(x,y) = (z+2y, 2z +3y), V(z,y) € R?, é diagonalizavel.
De fato, na base natural o = {(1,0), (0,1)} de R?, que é ortonormal em relagao ao produto
N 1 2
«a 12 3
T é autoadjunto e assim, diagonalizavel. Para efetuar a diagonalizacao, de fato, calculemos
seus autovalores e autovetores:

interno Euclideano, a matriz que representa T é A = [T , que ¢é simétrica; logo,

pa) =2 —(14+3)z+(1-3-2-2) =2 -4z —1=02=4FVI6+4)/2=2F V5.

Fixando \; = 2 — /5 tem-se

por exemplo

N | R IR e e G}

Para obter um autovetor associado a vy nao é necessario re-fazer todas as contas pois,
tratando-se de um operador autoadjunto, vy é ortogonal a vy; ou seja, vy = (z,y) verifica a
equacao linear

por exemplo

5 7 A
y= vy =(1—+5-2).

0:<U1,U2>:2[L‘—|—(1—\/5)y:>1’:— 5
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A base {v;,v9} obtida ji ortogonal e de autovetores porém, nao é ortonormal posto que
||| = |Jve]| = V10 —2v/5 # 1. Basta entdo normalizar para obter a base ortonormal

procurada:

1 1
Uy = m(m—\/%), Uy = ma—\ﬂ—z).

[]

Obviamente, assim como nem toda matriz é simétrica nem todo operador linear é auto-
adjunto; define-se entao, associado a T', o operador adjunto de T, T*, cuja matriz de re-
presentacao na base ortonormal seja, exatamente, a matriz transposta da matriz de repre-
sentacdo de T nessa mesma base; logo, se A = [T]3 entdo,

[T*(v)]; = AT [v]5, e (T(v),w) = (v, T*(w)),Vv,w € V.

Em particular, T' é auto-adjunto quando 7% =T

6.2 Transformacoes ortogonais

Nesta se¢ao, discutimos a classe de operadores lineares T : V' — V cujos inversos podem ser
obtidos pelo célculo do adjunto; ou seja, T* = T~!: o que, em termos de matrizes, significa:
A tais que A~ = AT,

Definicao 6.19. Seja T : V — V uma transformacao linear e 6 uma base ortonormal no
espaco vetorial V munido de produto interno (-, -). Diz-se que T ¢é ortogonal quando A = [T}

for ortogonal, ou seja,
ATA =1 = AAT.
Note que se as linhas de A sdo representadas pelos vetores vy, s, ...,v, entdao, AAT

coincide com a matriz de Gram associada a ditos vetores, G = [(v;, v;)]nxn; logo, dizer que
A é ortogonal equivale a dizer que

10 --- 0

01 --- 0 0, Vi # 7,
G=1& [<Ui7vj>]n><n = L. . <~ <vi7vj> = 7&]

o T 1, Vi =j.

Ou seja, A é ortogonal se, e somente se, suas linhas formam um sistema ortonormal de ve-
tores em R".

Observe ainda que a condi¢do I = AAT implica (Det(A))? = 1; ou seja, Det(A) = +1 # 0
e, assim, A é inversivel e A~! = AT em particular, a condicao I = AAT implica ATA =1 e,
vice-versa. Desta forma, também é possivel afirmar que A é ortogonal se, e somente se, suas
colunas formam um sistema ortonormal de vetores em R™. Resumindo,
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Teorema 6.20. A,., ¢ uma matriz ortogonal se, e somente se, A~ = AT se, e somente
se, suas linhas (colunas) formam um sistema ortonormal em rela¢do ao produto interno
FEuclideano de R™. Mais ainda, se A € ortogonal entio, Det(A) = —1 ou Det(A) = 1.

Exemplo 6.21. Sao ortogonais a matriz identidade,

{ _61 ? }’ { —figéié 1§§?§ ]’ % ‘26 g _?3 ) ete.

Em geral, supondo que V' seja munido de um produto interno, da norma induzida por esse
produto e, de uma base ortonormal, podem-se enunciar as propriedades a seguir relativas a
operadores lineares 1" : V' — V ortogonais.

Teorema 6.22. As sequintes afirmagoes sobre a transformacao linear T : V. — V sdo
equivalentes:

(a) T € ortogonal.

(b) T transforma base ortonormal em base ortonormal.
(c) T preserva o produto interno.

(d) T preserva a norma.

Demonstracao. Seja 6 = {vy,vq,...,v,} uma base ortonormal em relagdo ao p.i. (-,-), de
V e A, a matriz que representa T nessa base. Entao,

A= [T]5 = [[T(v1)]s [T(v2)]s - -~ [T(va)]5]

e T é ortogonal se, e somente se, A é ortogonal (veja a definigao); isto é,

0, Vi # j,
(T(v:), T(vj))o = ([T(v3)]s, [T (vj)]5)rn = 7
1, Vi=y;
ou seja, v = {T'(v1), T(v2),...,T(v,)} também é um sistema ortonormal com n elementos

no espago vetorial V' de dimensao n; e assim, uma base ortonormal em V. Logo, (a) e (b) s@o
afirmagoes equivalentes. Vejamos agora que (c) e (d) também sao afirmagdes equivalentes:
Se T preserva o produto interno e v € V' entao,

T[> = (T(v), T(v)) = (v,0) = |[v]]> = [|T(v)]| = ||v]].
Por outro lado, lembrando que

[lu+ ol = [lul* + 2w, v) + [I* e Jlu—ol]* = [Jull* = 2(u, v) + [[v]]
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podemos escrever
[lutol[P=|lu—v|* = 4(u,v) e, analogamente, ||T(u)+T (v)|[*~||T(u)~T(v)||* = LT (u), T(v))

logo, se T" preserva a norma e u,v € V entao,

(T'(u), T(v)) = i (1T (u) + T)II* = 1T () = T(v)[]*)

LUT@ )P~ 1T o)) T linear

1 9 o 1

Z(HUMH = oll?) = 3 (4fu0))

(u,

Falta entao provar que ((a) = (b)) < ((¢) = (d)). Provaremos agora que (a) = (c):

(T'(u), T())y = ([T(w)ls, [T(0)]s)rr = (Aluls, Alv]s)rn
= (Afuly)" Afls = [ulf A" A]s = [u]f [v]s
= <[u]57 [U]5>R" = <u,v>y.

Por ultimo, (¢) = (a): se 6 = {v1,vq,...,v,} é uma base ortonormal entdo v =
{T(v1),T(v2),...,T(v,)} também é um sistema ortonormal dado que

Tl =l =1 e (T(w),T(v;)) = (vi,v;) =0, 574, i=1....m

ou seja, T transforma base ortonormal em base ortonormal (item (b)) e, assim, também vale

(a). O
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6.3 Exercicios: Espacos Vetoriais com Produto Interno.

Q 6.1. Verifique que (1/3,—2/3,-2/3), (2/3,—-1/3,2/3) e (2/3,2/3,—1/3) formam uma
base ortonormal em R? relativamente ao produto interno padrao.

Q 6.2. Considere a funcio ¢ : R? x R?> — R definida para cada = (z1,72) ¢ y = (y1,92)
como

o(x,y) = 1y1 + 221Y2 + 222y1 + ST2ys.
1. Prove que ¢ ¢ um produto interno em R2.
2. Mostre que (1,0) e (2, —1) formam uma base ortonormal em R? relativamente a .

3. Prove que u = (—2/5,3/5) é unitdrio em relagao a ¢ e ache um vetor v € R? tal que
{u, v} seja uma base ortonormal em R? relativa a .

Q 6.3. Quais das seguintes fungoes definem produtos internos em R? (z = (z1,72) e y =
(Y1,92)):

a) ¢(x,y) = 2x1y1 + Sxays
b) ¥(x,y) = 2] — 221y — 22201 + Y3
C) g(x7 y) - wlyl - 25E1y2 - 2:132y1 + 41}2y2

Q 6.4. Dada a base (2,0,1), (3,—1,5) e (0,4,2) de R3, construa, aplicando o processo de
ortogonalizacao de Gram-Schmidt, uma base ortogonal relativamente ao produto interno
padrao. Calcule a férmula da projegao sobre Va = vet{y, y2}, com y; e y, ortogonais em R2.

Q 6.5. Seja V = M(n,m). Mostre que (A, B) =Traco(A” B) define um produto interno em
V.

Q 6.6. Mostre que se T é auto-adjunto entao seus autovalores sao reais!.

Q 6.7. Mostre que Tyr4 : R® — R" é auto-adjunto qualquer que seja a matriz real A, .

Q 6.8. Ache as matrizes ortogonais que diagonalizam cada uma das matrizes a seguir

011
1 01
1 10

4 3 5/4  —3V/3/4
3 —4]’ {—3\/3/4 -1/4 |’

!Entenda-se que V é um espaco vetorial sobre o corpo dos complexos C, caso em que o produto interno
é antissimétrico; ou seja, (v, u) = (u,v) “complexo conjugado”.
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Q 6.9. Uma transformagao ortogonal é dita prépria se Det([T]g) =1, em que 8 é uma base
ortonormal em V'; e, impropria se Det([T]g) = —1. Mostre quese T'= T4 : R® = R3 e
6 2 3
A= - 2 3 —6 | entao T é prépria.
-3 6 2

a) Mostre que A = 1 é autovalor de 7.

b) Mostre que se v é um autovetor unitério associado a A = 1 entdo £ = {t v; t € R} é
invariante por 7' (E ¢é dito eixo de rotacao de 7). Calculado v, determine um vetor x
que seja ortogonal a v e unitdrio. Obtenha entao os vetores: T'(z), T?*(z) = T(T(z)),
T3(z), .... O que observa?

Q 6.10. Seja o = {wy, ws, w3} base de V', onde V' é um espaco vetorial com produto interno
(+,+). Sejam

2 5
[ulo = | —1 e [V]a = 2
3 -3

Se (u,v) = 2, a base ¢ ortonormal 7

Q 6.11. Ache os valores para x e y tais que a matriz, a seguir, seja ortogonal:
r oy
-1 0 |~

A=

Q 6.12. Dada a matriz

o O 2
o o O
S0 O

1. Mostre que os auto-valores sao a, b+ ce b — c.

2. Ache uma base de auto-vetores.

Q 6.13. Seja T : R? — R? um operador linear cuja matriz, em relacdo a base canodnica, é

1 4 2
A=14 -5 —4
2 -4 1

Exiba uma base ortonormal de autovetores.

Q 6.14. Mostre que uma transformacao ortogonal do plano no plano deixa invariante a
distancia entre dois pontos, i.e.,

|| Tu —Tv|| = |ju— vl Vu, v € R%.
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6.3.1 Questoes da ANPEC

Resolva as seguintes questoes/ano da ANPEC: 13/97; 3/98; 9 e 12/2000; 5/2002; 5/2004;
2/2005; 1-(0-2,4), 2 e 9/2006; 4/2008; 6/2014; 4/2016; 12-(0-3)/2018; 13/2019
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6.4 Gabarito: Espacgos Vetoriais com Produto Interno.

Q 6.1. Sejam vy = (1/3,-2/3,-2/3), vo = (2/3,—1/3,2/3) e v3 = (2/3,2/3,—1/3). Entéo,

(NN 2\ 2\ 1 4 49
<U17U1> = <§> +(?) +<?) —§+§+§—§—1
12 -2-1 =22 2 2 -4 0
i) = g3t g gyttt Tg !
12 —-22 -2-1 2 -4 2 0
N EAEE A A R R

(oo 0p) = 22+ ~1 2+ 2\ _4 1 4 9
Y22l =3 3 3) "97979 9~
2 -2

22 —-12 2-1

(va,v3) = + + ~1y
U208 = 33T 3T3 T3 T g

v = (2 2+ 2 2+ —1 2_4+4+1_9_1
vtsl =3 3 3) 97979 9

Ou seja, sao dois a dois ortogonais e de norma um; logo, um sistema ortonormal com trés
vetores linearmente independentes e, assim, também, uma base em R3. [l

Q 6.2. Considere a funcio ¢ : R? x R*> — R definida para cada z = (z1,72) e y = (y1,92)
como
o(x,y) = x1y1 + 221y + 2x2Y1 + HT2Ys.

1. Prove que ¢ é um produto interno em R2.
Solugao. Seja y = (a,b) um vetor qualquer fixado. Entéao,
o(x, (a,b)) = zra + 210 + 2x9a + Hxsb = (a + 2b)z1 + (2a + b))y
é obviamente linear em z. De forma andloga, fixando z = (¢, d) tem-se
o((c,d),y) = cyr + 2cys + 2dys + 5dys = (c + 2d)ys + (2¢ + 5d)ya,

que ¢ linear em y. Ou seja, ¢ é um funcao bi-linear. Além disso, ¢ é simétrica. De
fato,

o(y,x) = 21 + 2132 + 2yo1 + Syaa = T1y1 + 221y + 2T0y1 + DTy = p(2,Y).
Por ltimo,
o(x,7) = 2121 + 22129 + 22971 + BToTy = 23 + 4x129 + 525 = (71 + 239)? + 23 > 0

e
olr,2) =021 +222=0 N 29=0< 2, =0=2y < 2= (0,0).
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2. Mostre que (1,0) e (2, —1) formam uma base ortonormal em R? relativamente a .
Solucgao.

1,0)) = 1-142-1-042-0-145-0-0=1
( 1-242-1(=1)+2-0-2+5-0(—=1) =0
o((2,-1),(2,—1)) = 2-242-2(=1)+2(=1) -2+ 5(=1)(=1) =

=
N~—
N
[ORC
|
—_
N~—
N~—
I

(L0l =1=1I(2, =Dl e (1,0) Ly (2,-1).
[l

3. Prove que u = (—2/5,3/5) é unitdrio em relagio a ¢ e ache um vetor v € R? tal que
{u, v} seja uma base ortonormal em R? relativa a (.

Solugao. Note que

—2  3\? 3\ 16 9
plus) = (u+ 202)” F 3],y = <?+25> +(5) 35Tt

Assim,
ull, = Veolu,u) = V1=1.

Para achar um vetor y = (y1, y2) ortogonal a u basta resolver a equagao

—2 3 —2 3
0 = 90<U7w> = Y1 + 2urys + 2uyr + dugys = <_ + 25) Y1 + <2— + 55> Y2

3 )
4 11 —4

U1+ — Y2 = Y2

5975 = 7Y, porexemplo, y=(11,-4).

Logo, normalizando, obtém-se um vetor unitario e ortogonal a u como desejado

1 1
v = Y= (11, —-4) =

1yl \/(11 +2(—4)) + (—4)?

(11, —4) = é(11,—4)

1
V9 + 16

Q 6.3. a) sim, b) nao e ¢) nao.

Q 6.4. Consulte a Observacao 6.12.
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Q 6.5. Sejam V = M(n,m), Ay, Ay € V e oy, as escalares. Entao

<CY1A1 + OzQAQ, B> = TT(BT[a1A1 + O./QAQ]) = TT‘(OleTAl + O./QBTAQ)
= Tr(ayBYAy) + Tr(aaBT Ay) = oy Tr(BT Ay) + o Tr (BT Ay)
041<A1, B> + 052<A2, B>

O que mostra que (-, B) é linear. De forma anédloga obtemos a linearidade de (A,-). A
simetria é imediata pois

(B,A) =Tr(A"B) =Tr ([A"B|") = Tr (B"[A"]") = Tr(B"A) = (A, B).

Observe agora que identificando os vetores coluna de A = [a;;| por acy, a2, - .-, Gy,
obtemos
[ agn
T ag)2
<A,A> = T?’(A A) = Tr . [ a(.)1 CL(.)Q a(.)n }
| A()n
(apn,apn)  (ao, ac)) (a1, agyn)
(a2, a01)  {ace, ag)z) {a(y2, agyn)
= Tr
| (anan)  {aoms ae2) o (agn, i)

= {apn aen) +{aee, ap2) + -+ {agn: agn)
= el + llagel* + - +llagal® =0 e

(A, A)=0 & 0=llaw|P=) a=0,Vi=1...n ©a;=0 Vij
o A= [0wen. -
Q 6.6. Vide Teorema 6.17.
Q 6.7. A matriz B que representa T4 4 na base canonica de R" é exatamente AT A, assim,
BT = (ATA)T = AT(A)YT = ATA=B
ou seja, B é uma matriz simétrica e, consequentemente, Tg = Ty 4 é auto-adjunto. [l

Q 6.8.

TR /3 e 0 V6/3  V3/3 |,

mll 3} 1{1 _\/g] V2/2 —V6/6 V3/3
- ! V32 —VBl6 V33

respectivamente
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Q 6.9. As linhas de A formam um sistema ortonormal e Det(A) = 1; logo, T4 é prépria.

a) Ar =1-x se, e somente se,

6 2 3 -1 2 3 -1 2 3
2 3 -6 |lz=Tre 2 -4 —6|rz=0«& 0O 0 O z=20
-3 6 2 -3 6 -5 0 0 —-14

S a3=0 A 21 = 22,.

Entao, A = 1 é autovalor de T e u = (2,1,0) é gerador do autoespago associado.

b) Suponha agora que v seja um autovetor unitario associado a A=1ew =t-v, t € R.
Entao

T(w)=tT(w) =t(1-v)=tv=w € E = {t v; t € R},

ou seja, F ¢ invariante por 1. No caso, v poderia ser o vetor

o= Luc L p1g=Ye10)

u =
| ul| Va+1 5

E um vetor x que seja ortogonal a v e unitario deve satisfazer

5
O:(v,x):%(2m1+x2) ANl=(z,2)=2y=—211 A 25 +a5+25=1.

Por exemplo, = (0,0,1) ou x = (¢, —2t,+/1 —5t2), |t| < v/5/5, entre outros. Na
verdade,

1
vt =Vet{(1,-2,0),(0,0,1)} = {(t,=2t,s); t,s e R} e z=—oooo(t,—2t,5).
{( ), ( )= A{( ) } \/m( )

Q 6.10. Nao. Se a base fosse ortonormal teriamos (u,v)=0, que nao é o caso, pois (u,v) =
2(5) + (—1)2 4 3(—3) = —1. Ou seja, a base nao é ortonormal.

Q 6.11. Sendo ortogonal seus vetores coluna formam um sistema ortonormal. Assim, z2 +
(-1)?*=1,92+0*=1exzy+ (—1)(0) =0. Entao, z =0 e y = £1.

Q 6.12. Dada a matriz

A=

o O
o o O
0 O

1. Mostre que os auto-valores sao a, b+ ce b — c.
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Solucgao. Calculando o polinomio caracteristico obtemos
a—xz 0 0
pa(zr) = Det(A—zxl) = 0 b—z ¢ |=(a—2)
0 c b—u
= (a—2)[(0—2)" =] = (a—2) (Jb— x| —|e]) (Jb— x| +]c])
= 0?x=a V b—x==c

b—=x c
c b—=x

2. Ache uma base de auto-vetores.

Solugao. Obtencao de V,:

0 0 0 U1 0]
[A—allv=0 & 0 b—a ¢ vz =10
O C b—a U?) 0—

S vy=0 e wvy,vg; {b;a bfa {22}2{8}7

levando em consideragao os casos em que a = b, a # b e ¢ = 0 ou ¢ # 0. De forma
analoga podemos obter os autoespacos associados a b — ¢ e b+ ¢. Com certeza a
base de autovetores pode ser obtida pois A é simétrica, representando um operador
autoadjunto.

Q 6.13. Os autovalores sao —9 e 3, com multiplicidade dois, e os autovetores associados,
pela ordem, podem ser escolhidos como sendo (1,—2,—1), 1,0,1) e (1,1, —1) ja formando
um sistema ortogonal pois T' é autoadjunto. Normalizando obtemos a base ortonormal

VG V2 v3
& (L=2.-1), =(1,0,1), =(1,1,-1),

Q 6.14. Lembre que toda transformacao ortogonal preserva a norma; em particular, ||(u —
v)|| = |[|T(u —v)||. O resultado segue da linearidade de T: T'(u — v) = T(u) — T'(v).

6.4.1 Questoes da ANPEC

ANPEC (1997 Q13 ). Sejam A e B matrizes quadradas de mesma dimensao. Julgue as
afirmativas abaixo:

V (0) Se A* é a transposta de A, entao det(A*A) > 0.
Solugao. det(AtA) = det(A)det(AT) = det(A)det(A) = det?*(A) > 0.

V (1) Se A é simétrica e nao-singular, entao A~! é simétrica.
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F(2)

V (3)

Solugao. Temos que AT = A e que existe A7'. Lembrando que [AT]7! = [A71]T
obtemos

[A_l]T — [AT]—l — A—l

O espago gerado pelas colunas de B é igual ao espaco gerado pelas suas linhas.

10

2 0 } Entao,

Solucgao. Considere, por exemplo, B = [
Vet{(1,0),(2,0)} = Vet{(1,0)} =R x {0} # Vet{(1,2),(0,0)} = Vet{(1,2)}.

Se A é simétrica, entao A define um operador linear autoadjunto em relagdo a uma
base ortonormal.

Solugao. Caraterizagao de operadores autoadjuntos (em dimensao finita).

ANPEC (1998 Q3). ) Uma matriz A, quadrada de dimensao n é dita ortogonal quando
A'A = AA! = I, onde o superescrito ¢ denota transposicao e I,, é a identidade de dimensao
n. Considere uma matriz ortogonal A de ordem n. Classifique como verdadeira ou falsa cada
uma das afirmagoes (sobre A) abaixo:

V(0)

O valor absoluto do seu determinante é igual a um.
Solugao. 1 = det(I) = det(ATA) = det?(A).

A7l = AL

Solugao. Vide a defini¢ao de matriz inversa.

Suas colunas constituem uma base para R".

Solugao. Note que det(A) # 0 entdo os n vetores coluna sdo linearmente indepen-
dentes. Ou seja, uma base do espaco vetorial n—dimensional R"; inclusive, uma base
ortonormal pois A'A = I.

Se x e y sao vetores(coluna) de R™ tais que y = Az entdo o comprimento de y é maior
que o comprimento de x.

Solugao. Lembre que transformagoes ortogonais preservam a norma.

O produto interno de Az por Ay é igual ao produto interno de x por y multiplicado
pelo determinante de A.

Solugao. Lembre que transformagoes ortogonais preservam o produto interno e que o
determinante de A pode ser —1.
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V (5) Sua inversa e sua transposta sao também matrizes ortogonais.

Solugao. Basta checar a defini¢ao:
(AHTATT=(ATYTAT = AAT =T e AN A HY =AT(ADT = ATA=1T.

ANPEC (2000 Q9). Seja T o operador linear cuja matriz na base natural {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}

4 V6 0
é¢dadapor | v/6 3 0 |. Assinale V (verdadeiro) ou F (falso):
0 0 1

V (0) T possui dois autovalores distintos;

Solugao. Calculemos as raizes do polinomio caracteristico;

4—x 6 0
N
pr(z) = V6 33—z 0 |=(Q1-z)(-1)" 4
0 0 1-z V6 3-w
= 1-2)[4—2)3—2)—6]=(1—-2)(12 — 42 — 3z + 2% — 6)
= (1—2)(2*=T2+6)=(1—z)(z—1)(z —6)
= —(z—1)*2—-6) =
pr(z) = 0< x=1(commult.2) VvV z=6.

V (1) T é um operador diagonalizével;

Solugao (Solugao 1). Note que a matriz que representa 7' na base canonica, que é
ortonormal, é simétrica de modo que T é autoadjunto e, pelo Teorema Espectral,
podemos concluir que é diagonalizavel.

Solugao (Solucao 2). Precisamos checar se (x — 1)(x — 6) anula 777

3 V6 0 -2 V6 0 6—6 3v6—3v6 0 00 0
V6 2 0 V6 =3 0 | =] —2v/6+2V6 6—6 0l=1000
0 0 0 0 0 -5 0 0 0 00 0

V (2) Existe um autoespago de dimensao 2 associado ao operador T

Solugao. Vide (0) e (1). A dimensao de Vi é 2, caso contrario 7" ndo seria diagona-
lizavel.

V (3) Autovetores de T associados a autovalores diferentes sao ortogonais;

Solucgao. T é autoadjunto.
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V (4) Os vetores t(—2,v/6,v6), t € R, pertencem ao autoespaco de T associado a um dos
seus autovalores.

Solucao.

4 6 0 -2 -2
V6 3 0 V6 | =] V6| = (-2,V6,V6)" e 1.
0 0 1 V6 V6

ANPEC (2000 Q12). Sendo V' o espago vetorial de dimensao 3 sobre o corpo R, munido
do produto interno Euclidiano (.): z.y = x1y1 + X2y2 + 23y3; =,y € V, define-se uma norma
|| - || pelo produto interno: ||z|| = v/x.z, v € V. Assinale V (verdadeiro) ou F (falso):

F (0) Se {uj,us} é um conjunto de vetores LI (linearmente independentes) de V, entdo
{uy,uq,0} é também LI em V;

Solucgao. Note que Ouj +Oug +1-0 =0 em que a3 =1 # 0.

F (1) Se todos os vetores de V sdo combinagoes lineares de 2k+1 vetores de V (para qualquer
k, inteiro positivo) entdo 2k vetores neste espago sao LlI;

Solucgao. Supondo algum k € N com dita propriedade, escolha 2k vetores incluindo o
vetor nulo.

F (2) Se X,Y, Z sdo vetores LI do espaco vetorial V, entao os vetores

1
A=X+32; B=X-3Y+Z C=-X+Y+Z

também serao LI em V;
Solugao. Note que
2B+C=2X-Y+2Z+(-X)+Y+Z=X+3Z=A.
F (3) 0 ponto C' = (3,—16, 18) nao pertence a reta que passa pelos pontos A = (—5,0,2) e
B=(—4,-2,4);

Solugao. A equagcdo vetorial da reta r que passa pelos pontos A = (—5,0,2) e B =
(—4,—2,4) pode ser descrita na forma

r: X = A4tAB=A+1(B—A) = (=5,0,2)+t(—4+5,-2—0,4—2)
(=5,0,2) +t(1,-2,2), teR.

Logo, C' € r se e somente se existe t € R tal que

(3,—16,18) = (=5,0,2) + £(1,—2,2) < (8, —16,16) = ¢(1, —-2,2) < t = 1.



272

Garciga O.,R.

V (4) Sejam uy,us,v vetores em V tais que u;.v = Dy, us.v = Dy e 0 vetor u; — uy é paralelo

ao vetor v. Entao,
_ |D2 — Dy
lur = wsl| = —F——
[|v]]

Solucgao. O vetor u; — uy é paralelo ao vetor v entao 6, o angulo entre eles, é 0 ou 2;
ou seja |cos(f)| = 1. Em particular,

|<U1 —U27U>’

{ur = w2, )| = [lor = walllolfeos(®)] = [l —ealllll] = [hr —uall = 250

Lembrando agora que o produto interno é bilinear obtemos
<U1 — U2,1)> = <’LL1,U> — <U2,U> =Dy —Dy= |<’LL1 — U27U>| = |D1 — D2|

Consequentemente,
|D1 — Dy|  |Dy — Dy

loll ol

[Jur — usl| =

ANPEC (2002 Q5). Assinale V (verdadeiro) ou F (falso):

F (0)

Os vetores (1,1,1), (1,2,1) e (1,0,1) formam uma base de R3.

Solugao. Note que (1,2,1)+(1,0,1) = (2,2,2) = 2(1,1, 1), ou também que 0 = det(A)
onde

1
A=11
1

O N =

1
1
1

Se S é o espaco vetorial gerado pelos vetores (1,2, —1) e (3,0,1) e T, o espago vetorial
gerado por (1,2,2) e (2,1,3), entao todo vetor que passa pela origem na dire¢ao de
(—1,1,—1) pertence a SNT.

13

Solugao. Seja v um vetor que “ passa pela origem na direcao de (—1,1,—1)": v =
(0,0,0) +t(—1,1,—1), t € R. Entao, v € SNT se, e somente se,

veS={a(1,2,-1)+0a5(3,0,1); o e R} Av e T = {5(1,2,2)+5(2,1,3); i € R}

Lembrando que T e S sao espagos vetoriais e, consequentemente, que S N7T é um
subespaco vetorial de R3; logo, fechado pela multiplicacao por escalar, basta checar
quev € SNT parat=1;ie, (—=1,1,-1) € SNT?

(-1,1,-1) e SNT < 3oy, as; 1,1, 1) = a1(1,2,—1) + 2(3,0,1)

(=
A Elﬁla 627 ( ) 51(17272) +62(27 173)
54 Equ, 9; ( 1,1, ) (lel +3a2,2a1,—a1+0z2)
A 3B, By (1,1, =1) = (81 + 262,261 + B2, 261 + 352)
=

a=1/2, ap==1/2 N pi=1, fr=—1
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V(2)

Os vetores (1,2,3) e (4,1, —2) sao ortogonais.
Solugao. ((1,2,3),(4,1,-2)) =1(4) +2(1) +3(-2)=4+2—-6=0.
O sistema de equacgoes lineares Ax = b possui uma infinidade de solugoes se, e somente

se, a dimensao do subespago nulo (nicleo) da matriz A , N4 , for diferente de 0 ( dim
Ny #0).

Solugao. Desde que seja compativel.

O produto AB dos operadores auto-adjuntos A, B é auto-adjunto se, e somente se,

AB = BA.

Solugao. O operador T' = T é autoadjunto se, e somente se, AB é simétrica, i.e.,
AB = (AB)T, ou seja, AB = BTAT. Como T4 e Tp sao autoadjuntos, AT = A e
BT = B. Nestas condicoes AB é autoadjunto se e somente se AB = BA.

ANPEC (2004 Q5). Responda V (verdadeiro) ou F (falso):

F (0)

Seja A uma matriz 2 x 2 com det(A) = 3 e tr(A) = 4. Se x e y sdo seus autovalores,
entao 2% + y% > 10.

Solugao. Sendo A uma matriz 2 X 2 seu polinémio caracteristico é
pa(N) = N —tr(AXN +det(A) =2 —4A+3=(A—1)(A—3)
e seus autovalores sao A\ = 1 e Ay = 3. Logo,

=N 4N =12 4+32=1+9=10 ¥ 10.

Seja X uma matriz 100 x 8 com posto igual a 8 e seja I a matriz identidade 100 x 100.
Entao tr(l — X (XTX)7'XT) = 100 — 8 x 8 = 36, em que tr denota o trago da matriz.

Solugao. Note que X7 X é uma matriz quadrada de ordem 8 e assim (X7 X )~ (XTX)
é a identidade de ordem 8 (a hipétese sobre o posto garante a existéncia de (X7 X)™1).
Entao, utilizando propriedades do traco, obtemos

tr (I - X(XT"X)'XT) = tr(Liooxioo) —tr | X_(XTX)7' X"
A

B
= 100 —tr | (XTX)"'XxT X )
A
B
= 100 —tr (X" X) (X" X))

= 100 — tr (Igxs) = 100 — 8 = 92.
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Sejam A e B duas matrizes N x N. Se AB # BA, entao tr(AB) # tr(BA), em que tr
denota o trago da matriz.

Solugao. tr(AB) = tr(BA) desde que os produtos AB e BA estejam bem definidos.

Seja A uma matriz simétrica nao-singular definida positiva. Entao nao necessariamente
tr(A) > 0, em que tr denota o trago da matriz.

Solugao. Sendo definida positiva todos seus autovalores sao positivos e consequente-
mente também a soma deles que ¢é o valor do trago.

Seja A uma matriz simétrica 2 x 2 nao-singular definida negativa. Entao tr(A) < 0 <

det(A), em que tr denota o traco da matriz e det seu determinante.

Solugao. Sejam \;, i = 1,2, os autovalores de A, que sao reais pois T}y é autoadjunto.
Como A é definida negativa \; < 0, Vi. Consequentemente,

tT(A) = )\1 + )\2 <0 e det(A) = )\1)\2 > 0.

ANPEC (2005 Q2-(0,1,2,4)). Avalie as afirmativas:

V (0)

Seja T : R* — R* um operador linear auto-adjunto. A matriz de T em relacao & base
candnica de R* é simétrica.

Solugao. A base canbnica é ortonormal. Aplique entdo a defini¢do/caraterizacao de
autoadjuntos.

Se uma matriz n x n A é ortogonal, entdao A’A = I, em que [ é a matriz identidade de
ordem n.

Solucgao. Vide a definicao de matriz ortogonal.

_1 2 2
3 3 3
; — 2 _1 2 4
A matriz A = 3 3 3 é ortogonal.
2 2 _1
3 3 3

Solugao. Note que as linas (colunas) de A formam um sistema ortonormal ou, simples-
mente, efetue AAT e AT A comparando com a identidade (vide a definicio de matriz
ortogonal), que no caso se reduz a checar se A? = I posto que A7 = A:

1 2 1 2
3 3 3 3 3 3 100
2 _ 2 _1 2 2 _1 o2 | =
A_ 3 3 3 333_010
2 2 1 2 2 1
3 3 3 3 3 3 0 0 1



IE-UFRJ 275

V (4) Os vetores wy = (1,—1,0,1), wy = (2,4, 3,2) e wy = (—4,3,—6,7) sao ortogonais.
Solucao. Efetuemos os produtos internos:

((1,—1,0,1),(2,4,3,2)) = 1(2) —1(4) +0(3) + 1(2) =0 = wLwy
(1,-1,0,1), (4,3, —6,7)) (—4) — 1(3) + 0(=6) + 1(7) = 0 = w; Lws
+3 7

1(—4) — 1 —6) + 1
((2,4,3,2), (—4,3,-6,7)) = 2(—4) +4(3) +3(—6) +2(7) =0 = wy Lw.

ANPEC (2006 Q1-(0,1,2,4)). Avalie as afirmativas abaixo. Seja
01
=[]
V (0) Os autovalores de A sdo 1 e —1.

Solugao. O polinoémio caracteristico de A é pa(z) = 22 — (0)z + (0—1) = 22 — 1.
Logo,
pa(z) =0< = =+1.

V (1) O vetor (1,1) é autovetor associado ao autovalor 1 e o vetor (—1,1) é autovetor asso-

ciado ao autovalor —1.
0 1 1 (1] 1. 1
10 11 | 1] 1

ol [V LA Y

F (2) A matriz A no é ortogonal.

Solucao. Note que

Solugao. Observe, por exemplo, que os vetores linha de A formam um sistema orto-
normal.

V (4) Qualquer vetor (z,y) é combinagao linear dos autovetores de A.

Solucao. Note que A ¢ diagonalizavel.
ANPEC (2006 Q9). Avalie as afirmativas. Seja:

a- [ ]

F (0) Os autovalores de A s@o 1 e 2.
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Solugao. O polinomio caracteristico de A é

(z) = 2* — §+§ T+ J_1 —x2—§x—|—1
pa\t) = 17 16 16/ 2" Ty

Os autovalores de A sao as raizes deste polindomio:

2
oo 2 EYE) - 3 1 o8
12 = 5 —1-2V1 1
3 1 /1 3 11 3 1
T S A .
1 2\/; 179297471
31 2 1 3 1 4
T MT T TiTy ¢ Tt T

Os vetores (—1,1) e (1,1) sao autovetores da matriz A.

Solugao. Basta checar se Av = \v:
Ol | Il e 0l B A B
{ /4 3/ / / /

8/4 1A [ 1] _[3/a+1/4] _[4/a]_, [1

14 3/4 || 1| T 1434 | T {4471
concluindo que (—1,1) é autovetor associado ao autovalor 1/2 e (1,1) é autovetor
associado ao autovalor 1.

Seja A¥ o produto de A por si mesma k vezes. Entao

=[5 1 |

Solugao. Naresolugao do item (0) vimos que Ayyo possui dois autovalores distintos 1/2
e 1 entdo existe P nao singular tal que P"'AP = D = Diag(1/2,1) e A* = PD*P~!
(vide a questao a seguir 5.5.3 para formalizar este exercicio?). Mais ainda, P ¢ a matriz
diagonalizante P = [I]? onde a ¢ a base canénica e 3, a de autovetores. Obtenhamos
entdao a base de autovetores de A em R%:

1 1
1/4 1/4] {ml]:[O}@—xle—xg:O(:)xQ:—xl.

A-120e =0 | 0 V| ] o | e+

2Se B = P71 AP, caso em que A e B sdo ditas semelhantes, entdo para cada k € N tem-se B¥ = P~1A*P.
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Assim, o autoespago associado ao autovalor A\; = 1/2 é Vy,, = {x € R% 2y = —x1} =
Vet{(1,—1)}. De forma anéloga,

[A—1~I]:L’:O<:>{—11/£4 _11/;14} {2}: {8}@%1—%@:0@@:@

e o autoespago associado ao autovalor Ay =16V} = {x € R* xy = 21} = Vet{(1,1)}.
Note que A é simétrica de modo que os autovetores associados a estes autovalores
distintos sao ortogonais; assim, escolhendo autovetores unitarios obtemos uma base
ortonormal 8 = {uy, us}:

1 (\/§ \/5) 1 (1’1>: (Li’ﬁ

27 2
Entao

V2o V2
P = [I]g = [[ui]a [uz)a) = [ 2\5 iﬁ ] .

Observe que por construcao P é ortonormal e assim sua inversa é simplesmente sua
transposta. Finalmente,

K k-l 2o [x 0] % %
A:PDP:_QQ[Ol’f]QQ
2 2 2 2
kooo |9 S || 00—
_V2 V2 0 1 V22
L 2 2 1* 2 2
_ - 1 1
v 21T 0 o 5 3
— 2. 3 ﬁﬁ}:
| T2 2 J L2 2 z 32

Os vetores (—2,2) e (2,2) também sao autovetores.

Solugao. Note que (—2,2) = 2(—1,1) e (2,2) = 2(1,1). Assim eles pertencem aos
espagos gerados pelos vetores (—1,1) e (1, 1) respectivamente. Do item (1) sabemos que
(—1,1) e (1,1) sao autovetores entao (—2,2) e (2,2) estao nos respectivos autoespagos
concluindo que (—2,2) e (2,2) também sao autovetores.

A matriz A é nilpotente.

Solucgao. Note que zero nao é autovalor de A, condicao necesséaria para dita proprie-
dade (Vide a questao 5.26).
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ANPEC (2014 Q6). Considere a matriz cujas colunas sao: (0,5,1,0), (5,0,5,0), (1,5,0,5)
e (0,0,5,0). Julgue as seguintes afirmativas:

F (0)

A matriz tem pelo menos um autovalor que nao é real.

Solugao. A matriz em questao é A = . Observe que A é simétrica;

O = ol O
O Ut O Ot
B ot o ot
o Ul o O

logo, representa um operador autoadjunto e, assim, todos seus autovalores sao reais.

A soma dos autovalores é zero.

Solugao. Do item (0) sabe-se que A é diagonalizdvel e, em particular, toda raiz ca-
racteristica é autovalor; em particular, se \;, ¢ = 1,...,4, sdo os autovalores de A

entao
)\1+)\2+/\3+/\4:tT(A) = 0.

A matriz tem inversa.

Solucgao. De fato, o determinante de A é diferente de zero:

g 8 é 8 050 50

=515 0 0|=-5-5-1)*" =5 £0.
1505 L5 s 55
0050

A matriz tem 4 autovalores positivos.

Solugao. Impossivel; nesse caso a soma seria positiva em contradigdo com o item (1).

A matriz tem um autovalor zero.

Solucgao. Lembrando que o determinante de A é o produto dos autovalores concluimos,
do item (2), que nenhum autovalor é igual a zero.

ANPEC (2016 Q4). Uma matriz de permutagao é uma matriz quadrada, cujas entradas
sao numeros 0 ou 1 e tal que em cada linha e em cada coluna ha exatamente um ntmero 1.
Analise a veracidade das seguintes afirmacoes:

F (0)

Soma de matrizes de permutacao da mesma ordem é uma matriz de permutacao;

Solugao. A matriz identidade é de permutacao; porém, I + I = 2I, nao é de per-
mutagao (entradas 0 e 2).
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V(1)

Produto de matrizes de permutacao da mesma ordem ¢é uma matriz de permutacao;

a()
()

Solucao. Sejam A = e B = [boy boy2 -+ beynlnxn matrizes de per-

An () nxn

mutacgao. Entao,
AB = [Cij]nxm Ci(-) = ((ai,), b(.)1>, <(L3E,), b(.)g, ey (a%), b(.)n>),

sendo que o vetor a;.) ¢ formado de zero e, apenas, uma entrada 1; digamos que essa
entrada seja a k-ésima. Por outro lado, na linha k de B, apenas uma entrada em um
e, assim, apenas um dos vetores by, b()z2,..., by, tem a k-ésima coordenada igual a
um. Logo, ¢ = 1 e ¢;; = 0, Vj # k; ou seja, o vetor a;(.) ¢ formado de zeros e, apenas,
uma entrada 1, a k-ésima; e como k é tinico para i, obtém-se o resultado enunciado.

Solugao (2). Uma matriz de permutagcao resulta de uma quantidade finita de operagoes
elementares de permutagao sobre a identidade (vide Defini¢ao 3.39); ou seja, se A e B
sao de permutacao, da mesma ordem, entao, pela Questao 3.4,

A=e(---e2(ea())) e B=en(--eea([)))

e, pela Questao 3.4,
A=¢e()---ea(l)es(I)] e B=¢€u(I)---ea(Der (1) =

AB = e (1) ex(D)er (DI (I) - ex(D)er (1) = ep (1) -+~ ea(I)er (L)€ (L) - - ea(1)er (1)1

€., AB = (- em(- - ea(e1(1))))

também resulta de uma quantidade finita de operacoes elementares de permutacao
sobre a identidade.

Se M € R™™ é uma matriz de permutacao e v € R™! é um vetor qualquer, entdao Mv
e v tém a mesma norma;

Solugao. Sendo M uma matriz de permutacgao, é uma matriz ortogonal. Entao, pelo
Teorema 6.22-(d), Ty (z) = Mz preserva a norma.

Seja M € R™" uma matriz de permutagao e S = {[v;---v,|T € R™Y S v, = 1}.

1=

A transformacao linear T'(v) = Mv deixa invariante o conjunto S (ou seja, T'(S) C S);
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Solugao. Seja M uma matriz de permutagao; e = [1],x1, 0 vetor coluna com todas as
entradas iguais a um; e v, um elemento de S. Entdo M%e = e, pois MT também ¢é de
permutacao e

1= ZU = (v,e) = (v, MTe) = (Muv,e) = (T(v),e) = T(v)e€S.

Se M € R"™™ ¢ uma matriz de permutagao e M? = MM = I (matriz identidade),
entao M =1

Solucgao. Com essa informacao tem-se M7 = M~1 = M; ou seja, M ¢ simétrica mas,
nao necessariamente, a identidade. Contra-exemplo:

-0

ANPEC (2018 Q12-(0-3)). Verifique a veracidade das questoes abaixo, considerando que
o conjunto V = R3 é um espaco vetorial sobre o corpo dos reais dotado com o produto interno
usual (ou seja, dotado do produto interno (z1, 2, x3) « (Y1, Y2, Y3) = T1Y1 + TaYo + T3Ys3):

F (0)

Se T': V — V é um operador linear, entao seu polinomio caracteristico é de segundo
grau,

Solugao. Note que Dim (V) = 3.

Se os vetores vy, vy € v3 geram V., ese T : V — V é um operador linear, entao a
imagem de T é gerada pelos vetores T'(vy), T'(vy) e T'(v3);

Solugao. Sim, toda base em V', identifica T

T(zvy + yvg + 2zv3) = 2T (v1) + yT (va) + 2T (vs), Vz, y, z € R.

Se T :V — V é um operador linear auto-adjunto, entao seus autovetores associados a
autovalores diferentes sao ortogonais;

Solugao. Teorema 6.17-i7).

Considere U = R? como um espaco vetorial e seja A : V — U aplicacao linear. Neste
caso, o nicleo de U? tem dimensao maior ou igual a 1;

3Vamos supor que seja nticleo de A e nio de U.
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Solugao. De fato, pelo Teorema 5.17,
3= Dim(V) = Dim(N(T)) + Dim(Im(T)) = Dim(N(T))>3—-2=
pois Dim(Im(T)) < Dim(U) = 2.

cos(0) —sen(0)
sen(f)  cos(0)
linear em R? e o produto interno entre u = (uy,us) e v = (vy,v) definido por u - v =
u1v1 + ugvy. Classifique os itens como falsos ou verdadeiros:

ANPEC (2019 Q13). Considere a matriz A = ( ) como um operador

F (0) A matriz A nao corresponde a um operador ortogonal.

Solugao. Vide item (2) ou, simplesmente, prove que as linhas de A formam um sistema
ortonormal:

{(cos(8), —sen(h)), (cos(0), —sen(f))) = cos*(0) + sen*(0) =1

);
((cos(0), —sen(0)), (sen(B),cos(0))) = cos(0)sen() — sen(f)cos(f) =0
((sen(B), cos(0)), (sen(f), cos())) = sen’(0) + cos*() = 1.

? (1) O polindmio caracteristico de A é A\* — 2Xcos(f) + 1 e suas raizes sdo complexas se
0 # 0 (ou seja, envolvem uma raiz quadrada de um ntimero negativo).

Solugao. Para ordem 2,

pa(N) = N2 —tr(A)XN+  Det(A) = A\ —2\cos(f) + 1,
~—— ——
2cos(0) cos?(0)+sen?(0)

e suas raizes sao complexas se, e somente se,

A =14cos?(0) —4 <0< cos’(0) <1040 vV 0+,

V (2) A é uma matriz de rotagio, logo, para todo vetor v € R?, temos que se o vetor u = Awv,
entao ||ul| = ||v]]-

Solugao. A é uma matriz de rotagao (vide Exemplo 5.11); assim, preserva a norma (é
um operador ortogonal - Teorema 6.22).

V (3) Sejam u e v dois vetores com o mesmo comprimento (ou seja, ||u|| = ||v]|). Entao

u-Au=v- Av.

4A rigor, a afirmacdo é verdadeira desde que interpretada como: se 6 # 0 entdo as raizes sdo complexas.
Porém, se a intengao/leitura na linguagem coloquial for “sé se”entéo a afirmacao é falsa (parece que foi esta
a interpretagao segundo o Gabarito divulgado pela ANPEC).
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Solugao. A preserva a norma (item (2)) e o angulo entre u e Au é 6; assim como o
angulo entre v e Av pois A é uma matriz de rotacao em angulo 0. Entao

w-Au = (u, Au) = [Jul| - || Au||cos () = [|ul[*cos(0)
= |[v|[Pcos(0) = (v, Av) = v - Av.

o 10
F (4) Se@—z,entaoAQ—(O 1).

Solugao. cos(m/4) =1 = sen(w/4). Entao,

=)= ()G )= )



Capitulo 7

Formas Quadraticas.

Seja V um espaco vetorial real munido de produto internoe b : V xV — R, uma fungao real.
Diz-se que b é uma forma bilinear se for linear em cada varidvel (fixada a outra) e simétrica,
se b(u,v) = b(v,u), Yu, v € V. Fixada uma base ortonormal § = {vy,vs,...,v,} em V
defina b;; = b(v;,v;), Vi, j, B = [bijlnxn, © = [u]g € y = [v]z. Entdo, v =y1v; + -+ + y,v, €

b(U, U) - b(ua Y11 +--+ ynvn> = ylb(u7 Ul) +ee+ ?an(ua Un) = Z yjb<u7 U])
7=1

Substituindo © = xv; + - - - + 2,0, tem-se
n

b(u,v) = Zyjb(mlm + - T, 0) = Zyj [Z z;b(v;, vj)] = (y, BTz) = (z, By).
=1 i=1

Jj=1

Ou seja,
b(u,v) = [u]} Bv]s, Yu, v e V.

A matriz B é chamada de Matriz de representacao da forma bilinear b na base (3 e, repre-
sentada por [b]g Mais ainda, b é simétrica se, e somente se

b(u,v) = b(v,u) & 2" By = y' Br = 2" By Vz, y e R" < B = BT,
S~
(yTBx)T
ou seja, no caso, e apenas no caso de B ser uma matriz simétrica.
Exemplo 7.1. Em R"” o produto interno Euclideano é uma forma bilinear simétrica:
b({L‘,y) = <ZL‘, y) = T1Y1 + ** TpYn-

Mais ainda, na base canoénica de a = {ey, ..., e,} de R, a matriz de representacao é a matriz
de Gram associada a ey, ..., e, [(€;,€)]nxn = In.

283
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Definigao 7.2. Associada a uma forma bilinear simétrica b : V' x V — R define-se a Forma
Quadratica @ : V — R pela regra

Q(u) =blu,u), YueV, = Qu)=a"Br= Z bijr;x;

j

em que r = [u)g, B = [b]ﬁ ¢ a matriz simétrica que representa b e 3 é uma base ortonormal
em V.

Note que, necessariamente, b;; = bj;, pois B ¢é simétrica; assim,
n
T 2 2
Q(u) =" Bx = E bijriv; =xi + -+ x; +2 E b ;.
ij §>i, i=1

Exemplo 7.3. No caso da forma bilinear simétrica do produto interno Euclideano em R",
a forma quadratica associada ¢é a funcao @) : R™ — R, em que

Q(z) = (z,x) = a7 + -+ 22.

Exemplo 7.4. Q(z) = 27 — 18x1x5 + 523, x = (71, 22) € R?, é uma forma quadratica com

. . .~ 1 =9
matriz de representagao, na base canonica, B = [ 9 5 }

Proposicao 7.5. Se Q(u) = b(u,u) € a forma quadrdtica associada a forma bilinear simétrica
b:V xV — R entao

1
b(u,v)zé—l[Q(u—i—v)—Q(u—v)], Vu,v € V.
Demonstracgao. De fato,
Qu+v) = blut+v,ut+v)=">bu+v,u)+blu+uv,v)

(u
= b(u,u) + b(v,u) + b(u,v) + b(v,v)
= Qu) + 2b(u,v) + Q(v).
Analogamente,
Qu —v) = Q(u) = 2b(u, v) + Q(v).
Logo,
Q(u+v) — Q(u —v) = 4b(u,v).
O

Observagao 7.6. A proposicao acima garante a possibilidade de recuperar a forma bilinear
a partir da forma quadratica e, em particular, permite determinar B = [b]g pois

bij = b(vi,v5) = — [Q(vi +v;) — Q(vs —vy)], Vi, je{l,...,n}

o |
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A seguir mostramos que os termos com os produtos cruzados x;z;, ¢ # j, na Definigao 7.2
de uma forma quadrética, podem ser eliminados com uma mudanga de varidveis apropriada
e, consequentemente, nessa nova variavel y, a representacao da forma quadratica sé possui
termos do tipo quadratico \jy;y; = \y?.

Teorema 7.7 (Eixos principais). Seja @ : V' — R wma forma quadrdtica com matriz de
representacio B = [Q]z na base ortonormal B do espago vetorial V- munido de produto
interno. Entao, existe uma base ortonormal v de autovetores de B em V' tal que, para cada
ueV,

Qu) =My +--+\y2 emque y=[u,

eM,..., A\ sao os autovalores de B.

Demonstragao. Sabe-se que Q(u) = ¥ Bx em que z = [u]s e que B representa um operador
auto-adjunto, pois B ¢é simétrica, e, assim, B é ortogonalmente diagonalizavel; isto ¢é, existe
uma base ortonormal v de autovetores de B em V tal que a matriz de mudanca de base
P = [I]g, é ortogonal e P~'BP = D ¢ a matriz diagonal com os autovalores de B, A\, ..., \,.
Logo,

y = [ul, = [I|°[uls =P ' = P'z, B=PDP"

Qu) = 2T Br = azT(PDPT)a: = (PTa:)TD(PTx) =y "Dy = Alyf 4+ 4 )\nyi‘

7.1 Formas Quadraticas em R".

Fixemos o espago vetorial V' = R", munido do produto interno Euclideano e da base canonica
a={e,...,e"temqueel = (1,0,...,0),...,e" = (0,...,0,1), que é uma base ortonormal.
Uma funcao @ : R" — R, tal que Q(x) = Z” bijxiz;, Vo € R™, onde b;; sao reais fixados e
os indices 7 e j percorrem os numeros 1,2,...n, é, entao, uma Forma Quadratica desde que
bij = bj;, Vi,j. Obviamente, definindo B = [b;;]nxn € identificando x = [z], (vetor coluna)
obtemos

Q(z) = 2" Bx = (2, Bx) = (Bx, ), Ve € R"

pois B é simétrica (representando um operador autoadjunto).

7.1.1 Classificagao

Definigao 7.8. A forma quadrética @ : R™ — R é dita ndo negativa definida quando Q(x) >
0, Yz € R™. Se ainda, Q(z) > 0, Vo # 0, diz-se que é positiva definida. De forma andloga,
trocando as desigualdades, define-se nao positiva e negativa definida respectivamente. Se
existirem x,y € R™ tais que Q(z) < 0 e Q(y) > 0 entao a forma quadrética é dita indefinida.
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Observe que fixada uma matriz quadrada A, ordem n, de nimeros reais e simétrica te-
mos uma forma quadrética associada: (Az,z), z € R" (identificados com vetores colunas).
Assim, classifica-se uma matriz simétrica em semidefinida positiva, definida positiva, semide-
finida negativa, definida negativa ou indefinida quando a forma quadratica associada for nao
negativa definida, negativa definida, nao positiva definida, negativa definida ou indefinida
respectivamente.

Exemplo 7.9. Classifique a forma quadratica Q(z) = x? — 4x119 + 522, © = (71, 79) € R?.
Solucgao. Note que

= (21— 21)* +25 >0, Vo = (71, 72) € R”.

Logo, () é nao-negativa definida. Note ainda que Q(z) = 0 se e somente se (r1 —2z3) =0 =
re < 11 =0=1x9< x=(0,0). Entao, @ é positiva definida. Observe agora que

Qz) = [ = xﬂl—g ?Hil}

1 =2
-2 5
Assim, A é definida positiva.

Ou seja, a matriz A = } é a matriz que representa (Q na base canonica de R2.

Teorema 7.10. Sejam A, a matriz simétrica que representa a forma quadrdtica Q e Ay, Aa, . .., An,
0s autovalores de A. Entio @ (e A) €

1. nao-negativa definida se e somente se \; > 0 Vi;
2. positiva definida se e somente se \; > 0 Vi;
3. nao-positiva definida se e somente se \; < 0 Vi,
4. negativa definida se e somente se \; < 0 Vi,
5. indefinida se e somente se existem ¢ e j tais que A\; <0 e A; > 0.
Demonstracao. Aplique o Teorema dos eixos principais para escrever
Qz) = Myi + -+ + My

em que y = [z], e v é a base ortonormal de autovetores de A ]
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Exemplo 7.11. Voltando ao exemplo acima em que A = { _12 _5 }, calculemos seus
autovalores:
1—A -2
pa(A) = det(A—X\)= ‘ 9 5\ ‘

= (1-XN6-AN)—-4=5-5A-A+X—-4=X\—-6A+1
+ /36 —4
= pA<)\):O<:>)\1,2:%:3ﬂ:\/§:3j:2\/§

= A, A >0.

Confirmando que A é definida positiva.

7.1.2 Menores principais de uma matriz

Definicao 7.12 (Menores principais -[4] 16.2). Dada a matriz A = [a;j],xn & k X k submatriz
quadrada obtida de A eliminando n—k linhas de A e as mesmas n—£k colunas de A é chamada
de submatriz principal de ordem k e seu determinante, menor principal de ordem k. Quando
as linhas (e colunas) eliminadas sdo exatamente as n — k ultimas a submatriz é chamada de
submatriz principal lider de ordem k e seu determinante é chamado menor principal lider de
ordem k e denotado Ay.

Por exemplo,
a1 G2 013
A= | an ax axs
az1 a3z 0ass
Possui uma tinica submatriz principal de ordem 3, a propria A; que é também a submatriz
lider de ordem 3. Neste caso o menor principal lider de ordem 3 é o préprio determinante
de A: Az = Det(A). De ordem 2 ha trés submatrizes principais Aj1, Ass e Asz que s@o as
obtidas de A eliminando a linha e coluna 1, 2 e 3 respectivamente. Consequentemente ha trés
aix  ai12
21 (22
Também ha trés submatrizes principais de ordem 1, relativas aos elementos da diagonal e
apenas uma submatriz principal lider de ordem um: [aq;]. Neste caso o menor principal lider
de ordem um é A; = aq;.

menores principais de ordem dois; porém, sé um deles é lider: Ay = Det(As3) =

Teorema 7.13. Seja A, xn uma matriz simétrica e Ay, sew menor principal lider de ordem
k, k=1,...,n. Entao,

a) A € definida positiva se e somente se Ay > 0, Vk.

b) A é definida negativa se e somente se (—1)¥Ay > 0, Vk (i.e., pares positivos e fmpares
negativos).
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c) Se existe kg € {1,...,n} tal que Ay, # 0, mas ndo encaiza em nenhum dos dois
padroes de sinais anteriores a) ou b) entdo A € indefinida.

Exemplo 7.14. Voltemos mais uma vez ao exemplo acima em que A = { _12 _52 } e

calculemos seus menores principais lideres:

1 =2

Ai=1>0 e Agzdet(A):‘_Q 5

re-confirmando que A é definida positiva.

Note que se algum A; = 0 entao a matriz ndo pode ser (positiva ou negativa) definida,
mas ainda poderia ser semidefinida. Neste caso os menores principais nao lideres completam
a andalise.

Teorema 7.15. Seja A, x, uma matriz simétrica. Entao,

d) A é semidefinida positiva se e somente se todos os menores principais (lideres ou ndio)
$ao nao negativos (> 0).

e) A é semidefinida negativa se e somente se todo menor principal (lider ou nao) de ordem
par é nao negativo (> 0) e todo menor principal (lider ou nao) de ordem impar é nao
positivo (< 0).

Exemplo 7.16 (Variancia). Considere a possibilidade de investir em trés titulos (agoes):
X1, Xo, X3. Seja 07 a variancia do retorno, e z; o peso no portfolio (ou cesta) do titulo X;,
t=1,2,3. De modo que z; > 0,7 =1,2,3, e x1 + x2 + 23 = 1. Suponha ainda que o0;; = 0j;
representa a covariancia do retorno entre X; e X;, 1 # j, i, j € {1,2,3}. Entao a variancia
do portfolio com x; de X7, x5 de X e x5 de X3, v(x) = 012,, admite representagao na forma

2
01 O12 013

v(r) =2"Az, onde A= | oy 0} o e al = (21, 29, x3).
P
031 032 O3

Entao, v é uma forma quadratica.

Exemplo 7.17 (Diferencial de segunda ordem e Hessiana). Seja f : R” — R uma funcao de
classe C%(U) no aberto U de R" e a, um elemento de U. A Matriz Hessiana de f no ponto a,
H f(a) ou também V?f(a), é a matriz quadrada, de ordem n, que possui na linha 4, coluna
7, a derivada parcial de segunda ordem de f, primeiro na variavel ¢ e depois na variavel j:

i - | ;g @).
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Pelo Teorema de Schwartz, A = H f(a) é uma matriz simétrica e, assim, representa a forma
quadratica:

que ¢ o diferencial de segunda ordem de f no ponto a. Mais ainda, a Férmula de Taylor de
segunda ordem, com resto infinitesimal, em torno de a diz que

fla+v) = f(a) +(Vf(a),v)+ %Q(U) +r(v), com lim r(v) _ 0.

e

Logo, se a for um ponto critico (V f(a) = 0) e v estiver numa bola de centro a e raio pequeno
o suficiente entao

flat )~ Fla) ~ 5Q)

e conhecer o sinal da forma quadratica () permite identificar se o ponto critico é ou nao um
extremo local de f: se () for definida positiva, a é minimizador local; se for definida negativa
¢ maximizador local e se for indefinida é um ponto de sela.
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7.2 Exercicios: Formas Quadraticas.

Q 7.1. Escreva a matriz que representa, na base canonica, cada uma das seguintes formas
bilineares

a) z1y1 + Tays + 223Y2 — Says,
b) 2z1y; + 3x1ye + dr1ys — 2x0ys + Tx3ys + 4w3ys,
¢) T1y1 — 5Tays + 213Y;3.
Alguma delas é simétrica?
Q 7.2. Uma forma bilinear ¢ dita anti-simétrica se b(u,v) = —b(v,u), Yu, v € V

a) Cheque se alguma das formas bilineares da questao acima é ati-simétrica.

b) Mostre que a tnica forma bilinear simétrica e anti-simétrica simultaneamente é a nula,
ie., b(u,v) =0, Vu, veV.

c) Sejam B, e B, os conjuntos das formas simétricas e anti-simétricas respectivamente.
Prove que eles sao subespacos vetoriais do conjunto de todas as formas bilineares B.

d) Prove que B = B; ® B,.

Q 7.3. Escreva a matriz simétrica que representa na base canonica cada uma das seguintes
formas quadraticas. Verifique que podem ser escritas como produtos matriciais 27 Az:

a) x3 + brs — T3,

b) 2$1.T2 + 6$1I3 - 41‘21’3,

c) x? +2x3 — 5x§ — X129 + 4woxs — 32371.
Identifique, em cada caso, uma base ortonormal de autovetores na qual possam ser escritas
na forma

MY+ Ags 4 Ay

Classifique-as (em positivas/nao-negativas/negativas/nao-positivas/indefinidas).
Q 7.4. Determine e classifique a forma quadratica associada a matriz Hessiana de f no
ponto dado:

1 1
1. f(z,y) = 59172 + §y2, no ponto (zg,yo) = (0,0).

2. f(z,y) = z?y3 4+ 22 — y2, no ponto (x0,%0) = (0,0).

7.2.1 Questoes da ANPEC

Resolva as seguintes questoes/ano da ANPEC: Q15/1994, 8-(1-2) e 9-(0,3) /2005, 2-(0-3) /2006,
2-(2,3,4)/2007, Q9-(1)/2011.
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7.3 Gabarito: Formas Quadraticas.

10 0 2 3 5 1 0 0

Q71. |01 =5 [,]10 =2 0fe]| 0 0 —5 |, respectivamente. Nenhuma delas é
0 2 0 7 0 4 00 2

simétrica?

Q 7.2. a) Nenhuma. b) b(u,v) = b(v,u) = —b(u,v) sse b(u,v) = 0. ¢) A soma ¢ a
multiplica¢@o por escalar de formas bilineares ainda é bilinear e ndo alteram a (anti)simetria.
d) B;N B, = {0} (vide item b)) e qualquer forma bilinear b é soma de uma simétrica com
uma antissimétrica:

1 1
b(u,v) = E[b(u, v) + b(v,u)] + E[b(u,v) —b(v,u)].
bsa,v) ba(;:,v)
1 0 0 0 1 3 1 —1/2 =3/2
Q73. {05 0 |,]1 0 —=2]el|—-1/2 2 2 , respectivamente. Cal-
00 -7 3 -2 0 -3/2 2 -5

cule entao seus autovalores.

1

Q74. 1): [ 0 (1) ], que é definida positiva. 2): [ 2

0 - .
0 _9 } , que é indefinida.

7.3.1 Questoes da ANPEC

ANPEC (1994 Q15). Ache a raiz caracteristica de maior valor positivo da matriz simétrica
proveniente da forma quadratica,

—2% + 63913 + 75 + 973,

Solucao. Fixando a base candnica de R?, a matriz que representa dita forma quadratica
Q(x) = 30y buwd + 237, bijaiay é

—1
B = [bylsxs = | 0
0

w = O
O w O
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Entao,

—1-X 0 0
p(A\) = Det(B— )= 0 1—)\ 3
0 3 9— A
1-Xx 3
3 99—\
= —A+FDE=NO =2 =9 =—-A+1)(\* =10}

—AA+1)(A—10)

=0 & AX=0 V

= (1= N

' + 0As + 0Ag

A=1 Vv Ax=10.

Assim, a maior raiz caracteristica é 10.

ANPEC (2005 Q8-(1,2)). Avalie as afirmativas:

V (1) Se uma matriz simétrica n X n A é idempotente, entao para todo v € R", v'Av > 0.

Solugao. Sendo idempotente seus autovalores sao 0 ou 1 (vide questao 5.27), ou seja,
os autovalores sao nao negativos e, consequentemente, a forma quadratica associada é
nao-negativa definida.

F (2) Se uma matriz n x n A é idempotente, entao tr(A) > n.

Solugao. Considere por exemplo a matriz nula de ordem dois: O% = O e tr(0) = 0 # 2.
1

00 } ; que ¢ idempotente mas seu trago

Ou também, o exemplo menos trivial A = [

¢ 1, que nao é maior ou igual a sua ordem 2.

ANPEC (2005 Q9-(0,3)). Avalie as afirmativas:

F (0) A soma dos quadrados dos autovalores de A = [ _g g ] é —6.

Solugao. pa(z) = x? + 9 nao possui rafzes reais. Aceitando os corpo dos complexos
para o calculo dos autovalores obtemos A = +3i onde ¢z é o niimero complexo tal que
i = —1. Entao

A+ A= (=30) + (3i)* = 9 + 9i* = 18 = —18.

V (3) Dada uma matriz n X n simétrica A, se para todo v € R", ndo nulo, com n impar,
v'Av < 0, entao o determinante de A é negativo.
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Solugao. Como a forma quadratica associada ¢ negativa definida podemos concluir que
todos os autovalores sdo negativos. Como o determinante é o produto deles (incluindo
os repetidos) em quantidade impar, o resultado é negativo.

ANPEC (2006 Q2-(0-3)). Avalie as opgoes

F (0)

Seja A uma matriz n x n tal que para todo u,u € R™ tem-se que uAv = —vAu. Entao
os autovalores de A sao todos negativos.

Solucgao. Seja A\ autovalor e v = u, autovetor unitario associado a A. Entao,

A= Mu,u) = (u, \u) = uvAu = —uAu = —(u, \u) = =X (u,u) = =\ = A =0.
Seja A uma matriz n x n tal que para todo u,u € R" tem-se que uAv = —vAu. Entao
todo vetor v é ortogonal a sua imagem por A.

Solucgao. Note que

(v, Av) = —(v, Av) = 2(v, Av) = 0= (v, Av) = 0= Av L v.

Toda matriz quadrada positiva semi-definida de posto 1 é simétrica.

Solugao. Se representa uma forma quadrética (classificavel como tal) é simétrica (por

defini¢ao de F.Q.).
Toda matriz quadrada simétrica de posto 1 é positiva semi-definida.

Solucgao. Considere, por exemplo { _01 8 }

Seja A uma matriz invertivel e A~! sua inversa, entao det(A)™ = det(A™1).

Solucao. De fato, A='A = I, o determinante do produto é o produto dos determinan-
tes e o determinante da identidade é igual a um.

ANPEC (2007 Q2-(2,3,4)). Considere a matriz

1
A=10
0

O NS
w o o

em que a, b, ¢ sao constantes. Julgue os itens abaixo:

F(2)

Se a, b, ¢ sdo constantes negativas, a matriz A’A é definida negativa.
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Solugao (Solugdo 1). A matriz simétrica AT A é igual a
1 00 1 a b 1 a b
a 2 0 0 2 c|l=|a a*>+4 ab + 2c
b ¢ 3 00 3 b ab+2c b*+c2+9

que possui os menores principais A; =1 > 0, Ay =4 > 0, Az = det?(A) = 36 > 0.
Logo, dita matriz é definida positiva.

Solugao (Solugao 2). Note que A é uma matriz nao singular e suponha que A\ é
autovalor de AT A. Seja v uma vetor unitario tal que AT Av = \v. Entao

vT AT Av = Wwlv & [Av]T Av = X & (Av, Av) = A

Seja w = Av, entdo w # 0 pois A é nao singular (note que caso contrario o nicleo de
A seria nao trivial e zero seria autovalor de A resultando em determinante de A igual
a zero) e

A= (w,w) =||w]|* >0,

ou seja, todo autovalor da matriz simétrica AT A é positivo demonstrando que é uma
matriz definida positiva desde que A nao seja singular.

V (3) A matriz A’A e simétrica.
Solucao. Note que qualquer que seja a matriz quadrada A verifica-se
[ATA]" = AT[AT]T = AT A,
V (4) Sea=b=c=0, amatriz A’A é definida positiva.

Solugao. Vide a resolugao do item (1) ou observe que neste caso

100 12 0 0
A=10 2 0| =ATA=A2=1] 0 22 0
00 3 0 0 32

que possui os autovalores 1, 4 e 9, todos positivos, mostrando que AT A ¢ definida
positiva.

ANPEC (2011-Q9-(1)). Seja f : R? — R uma funcao diferencidvel. Julgue as afirmativas:
32 —1
—1 3y?
podemos afirmar que (0,0) é ponto de minimo de f.

_01 _01 } ¢ indefinida (note que Ay = —1 < 0). Em

particular nao verifica a condigao necessaria de segunda ordem para minimo.

F (1) Se H¢(x,y) = [ é a matriz hessiana de f e (0,0) é um ponto critico de f,

Solugao. Nesse caso Hf(0,0) = [
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