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Ex. 1, item a 

𝑢 = 𝑥1
𝛼𝑥2

𝛽  

 

Transformações monotônicas positivas para simplificar a função utilidade: 

 

 Aplique 𝑙𝑛: 

 

𝑙𝑛(𝑥1
𝛼𝑥2

𝛽
) = 𝛼𝑙𝑛𝑥1 + 𝛽𝑙𝑛𝑥2 

 

Lagrangeano para o problema de maximização de utilidade: 

 

𝐿 = 𝛼 ⋅ 𝑙𝑛𝑥1 + 𝛽 ⋅ 𝑙𝑛𝑥2 − 𝜆 ⋅ [𝑝1𝑥1 + 𝑝2𝑥2 −𝑤] 

 

Condições de primeira ordem: 

 

𝛼

𝑥1
= 𝜆𝑝1 

 

𝛽

𝑥2
= 𝜆𝑝2 

 

Portanto: 

 



𝛼
𝑥1
𝛽
𝑥2

=
𝜆𝑝1
𝜆𝑝2

 

𝑥2 = 𝑥1 ⋅
𝛽

𝛼
⋅
𝑝1
𝑝2

 

 

Substituindo na restrição: 

 

𝑝1𝑥1 + 𝑝2𝑥2 = 𝑤 

𝑝1𝑥1 + 𝑝2 (𝑥1 ⋅
𝛽

𝛼
⋅
𝑝1
𝑝2
) = 𝑤 

𝑝1𝑥1 + (𝑥1 ⋅
𝛽

𝛼
⋅ 𝑝1) = 𝑤 

 

 

𝑝1𝑥1 ⋅ (1 +
𝛽

𝛼
) = 𝑤 

𝑥1 =
𝑤

𝑝1 ⋅ (1 +
𝛽
𝛼)
=

𝑤

𝑝1 ⋅ (
𝛼 + 𝛽
𝛼 )

= 𝛼
𝑤

𝑝1 ⋅ (𝛼 + 𝛽)
 

Em suma, temos a demanda marshalliana de 𝑥1: 

𝑥1 =
𝛼

(𝛼 + 𝛽)

𝑤

𝑝1
 

Substituindo na restrição e fazendo uma conta semelhante, encontramos a demanda 
marshalliana de 𝑥2: 

𝑥2 =
𝛽

(𝛼 + 𝛽)

𝑤

𝑝2
 

 

Substituindo as demandas marshallianas na utilidade, encontramos a utilidade indireta: 

𝑣 = [
𝛼

(𝛼 + 𝛽)

𝑤

𝑝1
]
𝛼

⋅ [
𝛽

(𝛼 + 𝛽)

𝑤

𝑝2
]
𝛽

 



 

Vamos montar agora o lagrangeano para o problema de minimização de custo, dado um 
nível exógeno de utilidade 𝑢: 

 

𝐿 = 𝑝1𝑥1 + 𝑝2𝑥2 + 𝜆 ⋅ [𝑢 − 𝛼 ⋅ 𝑙𝑛𝑥1 − 𝛽 ⋅ 𝑙𝑛𝑥2] 

 

Condições de primeira ordem: 

 

𝑝1 = 𝜆
𝛼

𝑥1
 

 

𝑝2 = 𝜆
𝛽

𝑥2
 

 

Portanto: 

 

𝑝1
𝑝2
=
𝛼

𝛽
⋅
𝑥2
𝑥1

 

 

𝑥2 = 𝑥1 ⋅
𝛽

𝛼
⋅
𝑝1
𝑝2

 

 

Substituindo na restrição: 

 

𝑢 = 𝛼 ⋅ 𝑙𝑛𝑥1 + 𝛽 ⋅ 𝑙𝑛𝑥2 

𝑢 = 𝛼 ⋅ 𝑙𝑛𝑥1 + 𝛽 ⋅ 𝑙𝑛 (𝑥1 ⋅
𝛽

𝛼
⋅
𝑝1
𝑝2
) 

 



𝑢 = 𝛼 ⋅ 𝑙𝑛(𝑥1) + 𝛽 ⋅ 𝑙𝑛(𝑥1) + 𝛽 ⋅ 𝑙𝑛 (
𝛽

𝛼
⋅
𝑝1
𝑝2
) 

 

𝑢 = (𝛼 + 𝛽) ⋅ 𝑙𝑛(𝑥1) + 𝛽 ⋅ 𝑙𝑛 (
𝛽

𝛼
⋅
𝑝1
𝑝2
) 

 

𝑢 − 𝛽 ⋅ 𝑙𝑛 (
𝛽

𝛼
⋅
𝑝1
𝑝2
) = (𝛼 + 𝛽) ⋅ 𝑙𝑛(𝑥1) 

 

 

𝑢 − 𝛽 ⋅ 𝑙𝑛 (
𝛽
𝛼 ⋅
𝑝1
𝑝2
)

(𝛼 + 𝛽)
= 𝑙𝑛(𝑥1) 

 

𝑥1 = 𝑒𝑥𝑝 [
𝑢 − 𝛽 ⋅ 𝑙𝑛 (

𝛽
𝛼 ⋅
𝑝1
𝑝2
)

(𝛼 + 𝛽)
] 

𝑥1 = 𝑒𝑥𝑝 [
𝑢

(𝛼 + 𝛽)
] ⋅ 𝑒𝑥𝑝 [

−𝛽

(𝛼 + 𝛽)
⋅ 𝑙𝑛 (

𝛽

𝛼
⋅
𝑝1
𝑝2
)]

⏟                

(
𝛽
𝛼⋅
𝑝1
𝑝2
)

−𝛽
(𝛼+𝛽)

 

𝑥1 = 𝑒𝑥𝑝 [
𝑢

(𝛼 + 𝛽)
] ⋅ (

𝛽

𝛼
⋅
𝑝1
𝑝2
)

−𝛽
(𝛼+𝛽)

 

Para simplificar a notação, defina 𝑈 = 𝑒𝑥𝑝 [ 𝑢

(𝛼+𝛽)
]. Esse termo é exógeno, e podemos 

escolher qualquer coisa. Fica então: 

𝑥1 = 𝑈 ⋅ (
𝛽

𝛼
⋅
𝑝1
𝑝2
)

−𝛽
(𝛼+𝛽)

 

𝑥1 = 𝑈 ⋅ (
𝛼

𝛽
⋅
𝑝2
𝑝1
)

𝛽
(𝛼+𝛽)

 

 



Substituindo na restrição e fazendo uma conta análoga, obtemos: 

𝑥2 = 𝑈 ⋅ (
𝛽

𝛼
⋅
𝑝1
𝑝2
)

𝛼
(𝛼+𝛽)

 

 

Obtemos a função gasto 𝑒(𝑝1, 𝑝2) substituindo esses valores na expressão 𝑝1𝑥1 + 𝑝2𝑥2: 

 

𝑒(𝑝1, 𝑝2) = 𝑝1 ⋅ 𝑈 ⋅ (
𝛼

𝛽
⋅
𝑝2
𝑝1
)

𝛽
(𝛼+𝛽)

+ 𝑝2 ⋅ 𝑈 ⋅ (
𝛽

𝛼
⋅
𝑝1
𝑝2
)

𝛼
(𝛼+𝛽)

 

  



Ex. 2, item a 

Para encontrar o multiplicador de Lagrange 𝜆 do problema de maximização de utilidade, 
vamos retomar a primeira CPO do problema desse problema: 

𝛼

𝑥1
= 𝜆𝑝1 

(Essa é a CPO em relação a 𝑥1. Poderíamos usar a CPO em relação a 𝑥2 – o resultado seria 
o mesmo.) 

Temos então: 

𝜆 =
𝛼

𝑝1𝑥1
 

Vamos usar o valor de 𝑥1 que encontramos: 

𝑥1 =
𝛼

(𝛼 + 𝛽)

𝑤

𝑝1
 

Temos então: 

𝜆 =
𝛼

𝑝1 ⋅ (
𝛼

(𝛼 + 𝛽)
𝑤
𝑝1
)
=

1

𝑝1 ⋅ (
1

(𝛼 + 𝛽)
𝑤
𝑝1
)
=
𝛼 + 𝛽

𝑤
 

Essa é a utilidade marginal da renda. Ou seja, é exatamente igual a 𝜕𝑣
𝜕𝑤

. 

  



Ex. 3, item a 

Identidade de Roy: 𝑥𝑖 = −
𝜕𝑣

𝜕𝑝𝑖
⁄

𝜕𝑣
𝜕𝑤⁄

 

Encontramos no exercício 1: 

𝑣 = [
𝛼

(𝛼 + 𝛽)

𝑤

𝑝1
]
𝛼

⋅ [
𝛽

(𝛼 + 𝛽)

𝑤

𝑝2
]
𝛽

= 𝑤𝛼+𝛽 ⋅
1

(𝛼 + 𝛽)𝛼+𝛽
⋅ [
𝛼

𝑝1
]
𝛼

⋅ [
𝛽

𝑝2
]
𝛽

 

 

Vamos tirar a derivada parcial em relação a 𝑝1: 

𝜕𝑣
𝜕𝑝𝑖
⁄ = 𝑤𝛼+𝛽 ⋅

1

(𝛼 + 𝛽)𝛼+𝛽
⋅ [
𝛽

𝑝2
]
𝛽

⋅ 𝛼 ⋅ [
𝛼

𝑝1
]
𝛼−1

⋅ (−
𝛼

𝑝1
2) 

 

Vamos tirar a derivada parcial em relação a 𝑤: 

𝜕𝑣
𝜕𝑤⁄ = (𝛼 + 𝛽) ⋅ 𝑤𝛼+𝛽−1 ⋅

1

(𝛼 + 𝛽)𝛼+𝛽
⋅ [
𝛼

𝑝1
]
𝛼

⋅ [
𝛽

𝑝2
]
𝛽

 

Podemos agora verificar a identidade de Roy: 

−

𝜕𝑣
𝜕𝑝𝑖
⁄

𝜕𝑣
𝜕𝑤⁄

= −

𝑤𝛼+𝛽 ⋅
1

(𝛼 + 𝛽)𝛼+𝛽
⋅ [
𝛽
𝑝2
]
𝛽

⋅ 𝛼 ⋅ [
𝛼
𝑝1
]
𝛼−1

⋅ (−
𝛼
𝑝1
2)

(𝛼 + 𝛽) ⋅ 𝑤𝛼+𝛽−1 ⋅
1

(𝛼 + 𝛽)𝛼+𝛽
⋅ [
𝛼
𝑝1
]
𝛼
⋅ [
𝛽
𝑝2
]
𝛽
= 

 

−

𝑤 ⋅
1

(𝛼 + 𝛽)
⋅ 𝛼 ⋅ (−

𝛼
𝑝1
2)

[
𝛼
𝑝1
]

= 

𝑤 ⋅
𝛼

(𝛼 + 𝛽)
⋅ (
1

𝑝1
2) ⋅ 𝑝1 = 

𝑤 ⋅
𝛼

(𝛼 + 𝛽)
⋅
𝑤

𝑝1
 

Que é exatamente a demanda marshalliana 𝑥1 que encontramos anteriormente. 

  



Exercício 7 

 

𝑢(𝑥1, 𝑥2) = 𝑥1
𝛼𝑥2

𝛽 

 

No exercício 1, encontramos as demandas hicksianas: 

𝑥1 = 𝑈 ⋅ (
𝛼

𝛽
⋅
𝑝2
𝑝1
)

𝛽
(𝛼+𝛽)

 

𝑥2 = 𝑈 ⋅ (
𝛽

𝛼
⋅
𝑝1
𝑝2
)

𝛼
(𝛼+𝛽)

 

Vamos derivá-las em relação aos preços: 

 

𝜕𝑥1
𝜕𝑝1

= 𝑈 ⋅
𝛽

(𝛼 + 𝛽)
⋅ (
𝛼

𝛽
⋅
𝑝2
𝑝1
)

𝛽
(𝛼+𝛽)

−1

⋅ (
𝛼

𝛽
𝑝2 (

−1

𝑝1
2 )) = 

𝜕𝑥1
𝜕𝑝1

= 𝑈 ⋅
𝛽

(𝛼 + 𝛽)
⋅ (
𝛼

𝛽
⋅
𝑝2
𝑝1
)

𝛽
(𝛼+𝛽)

⋅ (
𝛼

𝛽
⋅
𝑝2
𝑝1
)
−1

⋅ (
𝛼

𝛽
𝑝2 (

−1

𝑝1
2 )) 

Os trechos em vermelho são exatamente a demanda hicksiana, e podemos usar isso para 
simplificar a notação: 

𝜕𝑥1
𝜕𝑝1

= 𝑥1 ⋅
𝛽

(𝛼 + 𝛽)
⋅ (
𝛼

𝛽
⋅
𝑝2
𝑝1
)
−1

⋅ (
𝛼

𝛽
𝑝2 (

−1

𝑝1
2 )) 

Podemos agora cortar os termos em verde, simplificando ainda mais: 

𝜕𝑥1
𝜕𝑝1

= 𝑥1 ⋅
𝛽

(𝛼 + 𝛽)
⋅ (
𝑝1
𝑝2
) ⋅ (

−𝑝2
𝑝1
2 ) 

𝜕𝑥1
𝜕𝑝1

= 𝑥1 ⋅
𝛽

(𝛼 + 𝛽)
⋅ (
−1

𝑝1
) 

Vamos agora obter a derivada cruzada: 

𝜕𝑥1
𝜕𝑝2

= 𝑈 ⋅
𝛽

(𝛼 + 𝛽)
⋅ (
𝛼

𝛽
⋅
𝑝2
𝑝1
)

𝛽
(𝛼+𝛽)

−1

⋅ (
𝛼

𝛽𝑝1
) = 



𝜕𝑥1
𝜕𝑝2

= 𝑈 ⋅
𝛽

(𝛼 + 𝛽)
⋅ (
𝛼

𝛽
⋅
𝑝2
𝑝1
)

𝛽
(𝛼+𝛽)

⋅ (
𝛼

𝛽
⋅
𝑝2
𝑝1
)
−1

⋅ (
𝛼

𝛽𝑝1
) 

 

Novamente, os termos em vermelho são a própria demanda hicksiana, e podemos 
simplificar a notação: 

𝜕𝑥1
𝜕𝑝2

= 𝑥1 ⋅
𝛽

(𝛼 + 𝛽)
⋅ (
𝛼

𝛽
⋅
𝑝2
𝑝1
)
−1

⋅ (
𝛼

𝛽𝑝1
) 

E seguir simplificando, como antes: 

𝜕𝑥1
𝜕𝑝2

= 𝑥1 ⋅
𝛽

(𝛼 + 𝛽)
⋅ (
𝑝2
𝑝1
)
−1

⋅ (
1

𝑝1
) 

𝜕𝑥1
𝜕𝑝2

= 𝑥1 ⋅
𝛽

(𝛼 + 𝛽)
⋅ (
1

𝑝2
) 

Repetindo os mesmos passos, obtemos as derivadas parciais de 𝑥2: 

𝜕𝑥2
𝜕𝑝2

= 𝑥2 ⋅
𝛼

(𝛼 + 𝛽)
⋅ (
−1

𝑝2
) 

𝜕𝑥2
𝜕𝑝1

= 𝑥2 ⋅
𝛼

(𝛼 + 𝛽)
⋅ (
1

𝑝1
) 

 

Podemos montar agora a matrix de Slutsky: 

 

[
 
 
 
 
𝜕𝑥1
𝜕𝑝1

𝜕𝑥1
𝜕𝑝2

𝜕𝑥2
𝜕𝑝1

𝜕𝑥2
𝜕𝑝2]

 
 
 
 

=

[
 
 
 𝑥1 ⋅

𝛽

(𝛼 + 𝛽)
⋅ (
−1

𝑝1
) 𝑥1 ⋅

𝛽

(𝛼 + 𝛽)
⋅ (
1

𝑝2
)

𝑥2 ⋅
𝛼

(𝛼 + 𝛽)
⋅ (
1

𝑝1
) 𝑥2 ⋅

𝛼

(𝛼 + 𝛽)
⋅ (
−1

𝑝2
)
]
 
 
 

 

Para verificar simetria, precisamos estabelecer: 

𝑥1 ⋅
𝛽

(𝛼 + 𝛽)
⋅ (
1

𝑝2
) = 𝑥2 ⋅

𝛼

(𝛼 + 𝛽)
⋅ (
1

𝑝2
) 

Vamos substituir os valores das demandas hicksianas 𝑥1 e 𝑥2: 

𝑈 ⋅ (
𝛼

𝛽
⋅
𝑝2
𝑝1
)

𝛽
(𝛼+𝛽)

⋅
𝛽

(𝛼 + 𝛽)
⋅ (
1

𝑝2
) = 𝑈 ⋅ (

𝛽

𝛼
⋅
𝑝1
𝑝2
)

𝛼
(𝛼+𝛽)

⋅
𝛼

(𝛼 + 𝛽)
⋅ (
1

𝑝1
) 



Simplificando: 

(
𝛼

𝛽
⋅
𝑝2
𝑝1
)

𝛽
(𝛼+𝛽)

⋅ 𝛽 ⋅ (
1

𝑝2
) = (

𝛽

𝛼
⋅
𝑝1
𝑝2
)

𝛼
(𝛼+𝛽)

⋅ 𝛼 ⋅ (
1

𝑝1
) 

Reorganizando: 

(
𝛼
𝛽
⋅
𝑝2
𝑝1
)

𝛽
(𝛼+𝛽)

(
𝛽
𝛼 ⋅
𝑝1
𝑝2
)

𝛼
(𝛼+𝛽)

=

𝛼
𝑝1
𝛽
𝑝2

 

(
𝛼
𝛽
⋅
𝑝2
𝑝1
)

𝛽
(𝛼+𝛽)

(
𝛼
𝛽
⋅
𝑝2
𝑝1
)

−𝛼
(𝛼+𝛽)

=

𝛼
𝑝1
𝛽
𝑝2

 

(
𝛼

𝛽
⋅
𝑝2
𝑝1
)

𝛽
(𝛼+𝛽)

−
−𝛼

(𝛼+𝛽)
=
𝛼

𝛽
⋅
𝑝2
𝑝1

 

𝛼

𝛽
⋅
𝑝2
𝑝1
=
𝛼

𝛽
⋅
𝑝2
𝑝1

 

Essa expressão é sempre verdadeira, e podemos concluir que 𝜕𝑥1
𝜕𝑝2

=
𝜕𝑥2

𝜕𝑝1
: a matriz é 

simétrica. 

 

Para verificar que é negativa semi-definida, precisamos computar os menores principais 
líderes (MPL) de ordem 1 e 2, e verificar se alternam de sinal, começando com sinal 
negativo. O MPL de ordem 2 é simplesmente o determinante da matriz. 

 

𝑀𝑃𝐿1 = 𝑥1 ⋅
𝛽

(𝛼 + 𝛽)
⋅ (
−1

𝑝1
) < 0 

 

𝑀𝑃𝐿2 = [𝑥1 ⋅
𝛽

(𝛼 + 𝛽)
⋅ (
−1

𝑝1
)] ⋅ [𝑥2 ⋅

𝛼

(𝛼 + 𝛽)
⋅ (
−1

𝑝2
)] − [𝑥1 ⋅

𝛽

(𝛼 + 𝛽)
⋅ (
1

𝑝2
)]
2

 

 

Logo, 𝑀𝑃𝐿2 ≥ 0 se e só se: 



[𝑥1 ⋅
𝛽

(𝛼 + 𝛽)
⋅ (
−1

𝑝1
)] ⋅ [𝑥2 ⋅

𝛼

(𝛼 + 𝛽)
⋅ (
−1

𝑝2
)] ≥ [𝑥1 ⋅

𝛽

(𝛼 + 𝛽)
⋅ (
1

𝑝2
)]
2

 

 

[𝑥1 ⋅ 𝛽 ⋅ (
1

𝑝1
)] ⋅ [𝑥2 ⋅ 𝛼 ⋅ (

1

𝑝2
)] ≥ [𝑥1 ⋅ 𝛽 ⋅ (

1

𝑝2
)]
2

 

 

[(
1

𝑝1
)] ⋅ [𝑥2 ⋅ 𝛼] ≥ 𝑥1 ⋅ 𝛽 ⋅ (

1

𝑝2
) 

Reorganizando: 

𝑥2
𝑥1
≥
𝛽𝑝1
𝛼𝑝2

 

 

Vamos substituir agora os valores das demandas hicksianas 𝑥1 e 𝑥2: 

𝑈 ⋅ (
𝛽
𝛼 ⋅
𝑝1
𝑝2
)

𝛼
(𝛼+𝛽)

𝑈 ⋅ (
𝛼
𝛽
⋅
𝑝2
𝑝1
)

𝛽
(𝛼+𝛽)

≥
𝛽𝑝1
𝛼𝑝2

 

Simplificando: 

(
𝛽
𝛼 ⋅
𝑝1
𝑝2
)

𝛼
(𝛼+𝛽)

(
𝛼
𝛽
⋅
𝑝2
𝑝1
)

𝛽
(𝛼+𝛽)

≥
𝛽𝑝1
𝛼𝑝2

 

 

(
𝛽
𝛼 ⋅
𝑝1
𝑝2
)

𝛼
(𝛼+𝛽)

(
𝛽
𝛼 ⋅
𝑝1
𝑝2
)

−𝛽
(𝛼+𝛽)

≥
𝛽𝑝1
𝛼𝑝2

 

(
𝛽

𝛼
⋅
𝑝1
𝑝2
)

𝛼+𝛽
(𝛼+𝛽)

≥
𝛽𝑝1
𝛼𝑝2

 



𝛽

𝛼
⋅
𝑝1
𝑝2
≥
𝛽𝑝1
𝛼𝑝2

 

O que é sempre verdade. Logo, a matriz é negativa semi-definida. 

 

 

  



Ex. 10 

Mostrar que a relação de preferência estrita é incompleta e transitiva 

 

Completeza: para todo 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, das duas, uma: 

 

𝑥 ≽ 𝑦 

 

Ou  
𝑦 ≽ 𝑥 

 

 

Podemos ter ambos: 

 

𝑥~𝑦 

 

Nesse caso, não temos 𝑥 ≻ 𝑦 nem 𝑦 ≻ 𝑥. 

 

Logo, ≻ não é completa. 

 

Transitividade: 

 

Suponha: 

𝑥 ≻ 𝑦 

𝑦 ≻ 𝑧 

 

Lembrando: a relação de preferência estrita implica a fraca, por construção: se 𝑦 ≻ 𝑧, 
então 𝑦 ≽ 𝑧. Analogamente, 𝑥 ≽ 𝑦. Logo, 𝑥 ≽ 𝑧. 



 

Queremos provar que 𝑥 ≻ 𝑧. 

 

Suponha por absurdo que 𝑧 ≽ 𝑥 (ou seja, estamos negando o que queremos provar: 𝑥 ≻
𝑧). Já sabemos que 𝑦 ≽ 𝑧. Logo, pela transitividade de ≽, concluímos que 𝑦 ≽ 𝑥. Isso é 
absurdo porque supomos 𝑥 ≻ 𝑦. 

 

Concluímos então que 𝑧 ≽ 𝑥 é falso, e portanto 𝑥 ≻ 𝑧. 

  



Ex. 11 

Preferências monotônicas são localmente não saciáveis. 

Considere uma alocação 𝑥 qualquer. Precisamos provar que existe uma cesta 𝑦 ≻ 𝑥 no 
conjunto 𝐵𝜀(𝑥) = {𝑦 ∈ 𝑋: ||𝑦 − 𝑥|| < 𝜀}. 

Considere um 𝜀 > 0 qualquer. Defina: 

𝑦 = 𝑥 + 𝛿 ⋅ (1,… ,1) 

Ou seja, a cesta 𝑦 apenas soma a quantidade 𝛿 > 0 a cada coordenada da cesta 𝑥. Por 
monotonicidade, temos  𝑦 ≻ 𝑥. 

Podemos calcular: 

||𝑦 − 𝑥|| = √𝛿2 +⋯+ 𝛿2 = √𝑛 ⋅ 𝛿2 = √𝑛 ⋅ 𝛿 

Em que 𝑛 é a dimensão do espaço (ou seja, 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ𝑛). 

Relembrando: queremos 𝑦 ∈ 𝐵𝜀(𝑥). Ou seja: 

𝑦 ∈ {𝑦 ∈ 𝑋: ||𝑦 − 𝑥|| < 𝜀} 

 Ou seja: 

||𝑦 − 𝑥|| < 𝜀 

√𝑛 ⋅ 𝛿 < 𝜀 

𝛿 <
𝜀

√𝑛
 

Em suma: para qualquer valor dado de 𝜀, podemos escolher 𝛿 < 𝜀

√𝑛
, e dessa forma 

construir uma cesta 𝑦 tal que 𝑦 ≻ 𝑥 e 𝑦 ∈ 𝐵𝜀(𝑥). Essa é exatamente a definição de não-
saciedade local. 

 

 

 

  



Exercício 12 

 

Temos dois teoremas (enunciados nas notas de aula): 

 

≽’s convexas se e só se o conjunto {𝑦 ∈ 𝑋: 𝑦 ≽ 𝑥} é convexo para todo 𝑥. 

 

𝑢( ) quase-côncava se e só se o conjunto {𝑦 ∈ 𝑋: 𝑢(𝑦) ≽ 𝑟} é convexo para todo 𝑟 ∈ ℝ. 

 

Fazendo 𝑟 = 𝑢(𝑥), temos equivalência entre esses conjuntos. Logo, as preferências são 
convexas se e só se a função utilidade for quase-côncava. 

  



Exercício 13 

 

𝑢 = 𝑥1
𝛼𝑥2

𝛽  

 

Lagrangeano para problema de minimização de custo: 

 

𝐿 = 𝑝1𝑥1 + 𝑝2𝑥2 + 𝜆 ⋅ [𝑦 − 𝑥1
𝛼𝑥2

𝛽
] 

 

Condições de primeira ordem: 

 

𝑝1 = 𝜆𝛼𝑥1
𝛼−1𝑥2

𝛽 

 

𝑝2 = 𝜆𝛽𝑥1
𝛼𝑥2

𝛽−1 

 

Portanto: 

 

𝑝1
𝑝2
=
𝜆𝛼𝑥1

𝛼−1𝑥2
𝛽

𝜆𝛽𝑥1
𝛼𝑥2

𝛽−1
=
𝛼

𝛽

𝑥2
𝑥1

 

 

𝑥2 =
𝑝1
𝑝2

𝛽

𝛼
𝑥1 

 

Voltando à restrição: 

 

𝑦 = 𝑥1
𝛼𝑥2

𝛽  

 



𝑦 = 𝑥1
𝛼 ⋅ [

𝑝1
𝑝2

𝛽

𝛼
𝑥1]

𝛽

 

 

Isolando 𝑥1, obtemos: 

 

𝑥1 = (
𝑝2
𝑝1

𝛼

𝛽
)

𝛽
𝛼+𝛽

⋅ 𝑦
1

𝛼+𝛽  

 

Substituindo de volta na expressão de 𝑥2, obtemos: 

 

𝑥2 =
𝑝1
𝑝2

𝛽

𝛼
𝑥1 

 

𝑥2 =
𝑝1
𝑝2

𝛽

𝛼
⋅ [(
𝑝2
𝑝1

𝛼

𝛽
)

𝛽
𝛼+𝛽

⋅ 𝑦
1

𝛼+𝛽] 

 

Simplificando, obtemos: 

 

 

𝑥2 = (
𝑝1
𝑝2

𝛽

𝛼
)

𝛼
𝛼+𝛽

⋅ 𝑦
1

𝛼+𝛽 

 

Podemos escrever agora a função custo: 

 

𝑐(𝑦) = 𝑝1𝑥1 + 𝑝2𝑥2 

 



𝑐(𝑦) = 𝑝1 ⋅ [(
𝑝2
𝑝1

𝛼

𝛽
)

𝛽
𝛼+𝛽

⋅ 𝑦
1

𝛼+𝛽] + 𝑝2 ⋅ [(
𝑝1
𝑝2

𝛽

𝛼
)

𝛼
𝛼+𝛽

⋅ 𝑦
1

𝛼+𝛽] 

 

Vamos isolar 𝑦: 

 

𝑐(𝑦) = 𝑦
1

𝛼+𝛽 ⋅ [𝑝1 (
𝑝2
𝑝1

𝛼

𝛽
)

𝛽
𝛼+𝛽

+ 𝑝2 (
𝑝1
𝑝2

𝛽

𝛼
)

𝛼
𝛼+𝛽

]

⏟                    
𝑘

 

 

A expressão entre colchetes é apenas uma constante positiva, e vamos chamá-la de 𝑘. 
Temos então a função custo: 

 

 

 

𝑐(𝑦) = 𝑘 ⋅ 𝑦
1

𝛼+𝛽 

 

Podemos obter agora o custo médio: 

 

𝐶𝑀𝑒(𝑦) =
𝑐(𝑦)

𝑦
=
𝑘 ⋅ 𝑦

1
𝛼+𝛽

𝑦
= 𝑘 ⋅ 𝑦

1
𝛼+𝛽−1 

 

Podemos agora calcular a derivada do custo médio em relação a 𝑦: 

 

𝑑𝐶𝑀𝑒(𝑦)

𝑑𝑦
= (

1

𝛼 + 𝛽
− 1) ⋅ 𝑘 ⋅ 𝑦

1
𝛼+𝛽−1 

 



O termo 𝑘 ⋅ 𝑦
1

𝛼+𝛽
−1 é sempre positivo. Logo, o sinal dessa derivada depende apenas do 

sinal de: 

 

(
1

𝛼 + 𝛽
− 1) 

 

Temos três possibilidades: 

 

𝛼 + 𝛽 > 1 (retornos crescentes de escala): ( 1

𝛼+𝛽
− 1) < 01 e portanto 𝑑𝐶𝑀𝑒(𝑦)

𝑑𝑦
< 0: custo 

médio decrescente. 

 

𝛼 + 𝛽 = 1 (retornos constantes de escala): ( 1

𝛼+𝛽
− 1) = 0 e portanto 𝑑𝐶𝑀𝑒(𝑦)

𝑑𝑦
= 0: custo 

médio constante. 

 

 

𝛼 + 𝛽 < 1 (retornos decrescentes de escala): ( 1

𝛼+𝛽
− 1) > 0 e portanto 𝑑𝐶𝑀𝑒(𝑦)

𝑑𝑦
> 0: custo 

médio crescente. 

 

A escala de produção ótima de produção é a que minimiza o custo médio. Logo, é igual a 
zero para retornos decrescentes, indeterminada para retornos constantes, e infinita (não 
existe) para retornos crescentes. 

 

Sob retornos crescentes, o problema da firma não tem solução. Suponha que exista uma 
solução 𝑦∗, gerando um lucro não negativo 𝑝𝑦∗ − 𝑐(𝑦∗). A firma pode aumentar o lucro ao 
duplicar a produção, o que duplica a receita (dado o preço exógeno) e menos do que 
duplica os custos (dados os retornos crescentes de escala). 

  



  



Exercício 14 

 

Custo médio: 𝐶𝑀𝑒(𝑦) = 𝑐(𝑦)

𝑦
 

 

Para minimizar o custo médio, vamos derivar e igualar a zero, usando a regra da derivada 
do quociente: 

 

(
𝑐(𝑦)

𝑦
)

′

= 0 

 

𝑐′ ⋅ 𝑦 − 1 ⋅ 𝑐

𝑦2
= 0 

 

𝑐′ ⋅ 𝑦 = 𝑐 

 

𝑐′ =
𝑐

𝑦
 

 

O lado esquerdo é o custo marginal. O lado direito é o custo médio. Logo, 𝐶𝑀𝑔 = 𝐶𝑀𝑒 é a 
condição que caracteriza o ponto crítico da função custo médio. 

 

Para verificar que é um ponto de mínimo, basta verificar que a derivada segunda é positiva 
nesse ponto crítico: 

 

(
𝑐(𝑦)

𝑦
)

′′

= (
𝑐′ ⋅ 𝑦 − 𝑐

𝑦2
)

′

=
[(𝑐′′𝑦 + 𝑐′ − 𝑐′) ⋅ 𝑦2] − [2𝑦 ⋅ (𝑐′ ⋅ 𝑦 − 𝑐)]

𝑦4
= 

 



[(𝑐′′𝑦) ⋅ 𝑦2] − [2𝑦2 ⋅ 𝑐′ − 2𝑦𝑐]

𝑦4
 

 

Vamos avaliar o sinal dessa expressão supondo 𝐶𝑀𝑔 = 𝐶𝑀𝑒, ou seja, 𝑐′ = 𝑐

𝑦
, ou ainda 𝑐 =

𝑦𝑐′: 

 

[(𝑐′′𝑦) ⋅ 𝑦2] − [2𝑦2 ⋅ 𝑐′ − 2𝑦2 ⋅ 𝑐′]

𝑦4
= 

 

[𝑐′′ ⋅ 𝑦3]

𝑦4
=
𝑐′′

𝑦
 

 

Como o custo é convexo, 𝑐′′ > 0, e portanto essa expressão é positiva, como queríamos 
demonstrar. 

 

  



Exercícios 15 e 16 

 

Função custo: 𝑐(𝑦) = 𝑘 + 𝑦2 

 

Vamos usar duas condições que caracterizam um mercado perfeitamente competitivo:  

 

1. Maximização de lucro 
2. Lucro econômico igual a zero (por conta de livre entrada e saída) 

 

A primeira condição implica preço igual a custo marginal. A segunda condição implica 
preço igual a custo médio. Logo, teremos custo marginal igual a custo médio, para todas 
as firmas. Essa condição caracteriza a escala eficiente de produção. 

 

𝐶𝑀𝑔(𝑦) = 2𝑦 

𝐶𝑀𝑒(𝑦) =
𝑘

𝑦
+ 𝑦 

 

𝐶𝑀𝑔 = 𝐶𝑀𝑒 ⟹ 2𝑦 =
𝑘

𝑦
+ 𝑦 ⟹ 𝑦 =

𝑘

𝑦
⟹ 𝑦2 = 𝑘 ⟹ 𝑦 = √𝑘 

 

A produção de cada firma individual será 𝑦 = √𝑘. Essa é a escala eficiente de produção. 

 

Portanto, o preço será 2 ⋅ √𝑘: preço igual a custo marginal 2𝑦. 

 

A demanda total de mercado é 𝑌 = 𝑛 ⋅ 𝑦 = 𝑛 ⋅ √𝑘 para 𝑛 firmas. Fazendo demanda igual a 
oferta, temos: 

 

𝑎 − 𝑝 = 𝑛 ⋅ √𝑘 



 

𝑎 −  2 ⋅ √𝑘 = 𝑛 ⋅ √𝑘 

 

𝑛 =
𝑎 −  2 ⋅ √𝑘

√𝑘
=
𝑎

√𝑘
− 2 

 

Ou seja, teremos 𝑛 = 𝑎

√𝑘
− 2 firmas nesse mercado. Estamos supondo implicitamente que 

𝑎 seja suficientemente grande em relação a 𝑘: demanda grande em relação ao custo fixo 
de produção. Caso contrário, o número de firmas é pequeno, ou até negativo, e a hipótese 
de mercados competitivos dificilmente é uma boa descrição do ambiente. (Mas 
conhecemos algumas situações em que poucas firmas podem se comportar de maneira 
próxima ao mercado perfeitamente competitivo, como contestabilidade – é assunto de 
Organização Industrial.) 

 

 

Lembrando: retornos constantes de escala implicam custo médio de produção constante, 
e portanto igual ao custo marginal (se o custo marginal fosse diferente do custo médio, 
então o custo médio não seria constante). 

 

Se tivermos várias firmas com custo médio de produção constante e igual a 2 ⋅ √𝑘, segue 
que o custo marginal é exatamente esse, e portanto o preço é exatamente esse. A 
produção total é a mesma, mas o número de firmas é indeterminado, pois a escala 
eficiente é indeterminada sob retornos constantes de escala. 

 

 

 

 

 

 



Exercício 17 

 

Problema da firma: 

 

𝑀𝑎𝑥 𝑓(𝐾, 𝐿) − 𝑟𝑘 − 𝑤𝐿 

 

(Suponha sem perda de generalidade 𝑝 = 1) 

 

Curto prazo 

 

A firma escolhe apenas 𝐿: 

 

CPO: 𝑓𝐿(𝐾, 𝐿) − 𝑤⏟        
𝐹

= 0 

 

Precisamos computar 𝜕𝐿
𝜕𝑤

. Vamos usar o teorema da função implícita: 

 

𝜕𝐿

𝜕𝑤
= −

𝜕𝐹
𝜕𝑤⁄

𝜕𝐹
𝜕𝐿⁄

= −
−1

𝑓𝐿𝐿
=
1

𝑓𝐿𝐿
< 0 

 

Podemos agora computar a elasticidade de curto prazo da demanda por trabalho L: 

 

𝜀𝑆𝑅 =
𝜕𝐿

𝐿⁄

𝜕𝑤
𝑤⁄
=
𝜕𝐿

𝜕𝑤
⋅
𝑤

𝐿
=
1

𝑓𝐿𝐿
⋅
𝑤

𝐿
 

 

Longo prazo 



 

A firma escolhe capital 𝐾 e trabalho 𝐿. CPOs: 

 

𝑓𝐿(𝐾, 𝐿) − 𝑤⏟        
𝐹

= 0 

 

𝑓𝐾(𝐾, 𝐿) − 𝑟⏟        
𝐺

= 0 

 

Não podemos aplicar o teorema da função implícita apenas à primeira CPO, pois agora 
uma mudança em 𝑤 afeta o preço relativo 𝑤 𝑟⁄  e portanto pode afetar a demanda por 
capital. 

 

De forma geral, precisamos usar o teorema da função implícita em várias dimensões. 
Quando temos apenas duas equações, porém, há uma forma mais simples. Observe que a 
segunda CPO define uma função 𝐾(𝐿): para uma dada quantidade de trabalho, a firma 
escolhe a quantidade ótima de capital. Essa é uma função implícita, mas isso não nos 
atrapalha. 

 

Coloque 𝐾(𝐿) na primeira CPO: 

 

𝑓𝐿(𝐾(𝐿), 𝐿) − 𝑤⏟          
𝐹

= 0 

 

Podemos repetir o que fizemos na análise de curto prazo, bastando levar em conta que 
agora 𝐾(𝐿) não é fixo. Obtemos: 

 

𝜕𝐿

𝜕𝑤
= −

𝜕𝐹
𝜕𝑤⁄

𝜕𝐹
𝜕𝐿⁄

= −
−1

𝑓𝐿𝐾 ⋅ 𝐾′ + 𝑓𝐿𝐿
=

1

𝑓𝐿𝐾 ⋅ 𝐾′ + 𝑓𝐿𝐿
 

 



As derivadas segundas 𝑓𝐿𝐾 e 𝑓𝐿𝐿 são dadas pela função de produção, mas ainda não 
conhecemos a derivada 𝐾′, já que 𝐾 é uma variável endógena. Para obtê-la, vamos aplicar 
o teorema da função implícita à segunda CPO: 

 

𝐾′(𝐿) =
𝑑𝐾

𝑑𝐿
= −

𝜕𝐺
𝜕𝐿⁄

𝜕𝐺
𝜕𝐾⁄

= −
𝑓𝐾𝐿
𝑓𝐾𝐾

 

 

 

 Substituindo na expressão anterior:  

 

𝜕𝐿

𝜕𝑤
=

1

𝑓𝐿𝐾 ⋅ 𝐾′ + 𝑓𝐿𝐿
=

1

−𝑓𝐿𝐾 ⋅
𝑓𝐾𝐿
𝑓𝐾𝐾

+ 𝑓𝐿𝐿

 

 

Podemos calcular então a elasticidade de longo prazo: 

 

𝜀𝐿𝑅 =
𝜕𝐿

𝐿⁄

𝜕𝑤
𝑤⁄
=
𝜕𝐿

𝜕𝑤
⋅
𝑤

𝐿
= [

1

−𝑓𝐿𝐾 ⋅
𝑓𝐾𝐿
𝑓𝐾𝐾

+ 𝑓𝐿𝐿

] ⋅
𝑤

𝐿
 

 

 

Para avaliar a expressão no denominador, vamos montar a matriz de derivadas segundas 
da função de produção: 

 

[
𝑓𝐿𝐿 𝑓𝐿𝐾
𝑓𝐾𝐿  𝑓𝐾𝐾

] 

 

 

Para uma função côncava, temos 𝑓𝐿𝐿 < 0: o menor principal líder de ordem 1 é negativo. 



 

Adicionalmente, o menor principal líder de ordem 2 deve ser positivo. O menor principal 
líder de ordem 2 é o determinante dessa matriz: 𝑓𝐿𝐿𝑓𝐾𝐾 − 𝑓𝐿𝐾𝑓𝐾𝐿. Portanto: 

 

 

𝑓𝐿𝐿𝑓𝐾𝐾 − 𝑓𝐿𝐾𝑓𝐾𝐿 > 0 

 

𝑓𝐿𝐿𝑓𝐾𝐾 > 𝑓𝐿𝐾𝑓𝐾𝐿  

 

𝑓𝐿𝐿 >
𝑓𝐿𝐾𝑓𝐾𝐿
𝑓𝐾𝐾

 

 

𝑓𝐿𝐿 −
𝑓𝐿𝐾𝑓𝐾𝐿
𝑓𝐾𝐾

> 0 

 

Esse é exatamente o denominador da elasticidade 

 

Suponha 𝜀𝐿𝑅 > 𝜀𝑆𝑅: 

 

[
1

−𝑓𝐿𝐾 ⋅
𝑓𝐾𝐿
𝑓𝐾𝐾

+ 𝑓𝐿𝐿

] >
1

𝑓𝐿𝐿
 

 

 

Esse é exatamente o denominador da expressão grifada acima. Sabendo que esse 
denominador é positivo, podemos reescrever essa expressão como: 

 

 



𝑓𝐿𝐿 < −𝑓𝐿𝐾 ⋅
𝑓𝐾𝐿
𝑓𝐾𝐾

+ 𝑓𝐿𝐿 

 

 

0 < −𝑓𝐿𝐾 ⋅
𝑓𝐾𝐿
𝑓𝐾𝐾

 

 

0 <
𝑓𝐿𝐾𝑓𝐾𝐿
−𝑓𝐾𝐾

 

 

 

 

Usamos agora que 𝑓𝐾𝐿 = 𝑓𝐿𝐾, e portanto os sinais são iguais, e portanto 𝑓𝐾𝐿 ⋅ 𝑓𝐿𝐾 > 0. 
Usamos também 𝑓𝐾𝐾 < 0. Concluímos que essa expressão é sempre verdadeira. 

 

Ou seja,  

 

𝜀𝐿𝑅 > 𝜀𝑆𝑅 

 

 


