Gabarito Lista 1 — Microeconomia 1 - 12 parte - PPGE - |IE - UFRJ
2025.1
Prof. Pedro Hemsley

Ex. 1, itema

u= xf‘xf

Transformacdes monotodnicas positivas para simplificar a fungéo utilidade:
Aplique [n:
ln(xf‘xf ) = alnx, + finx,
Lagrangeano para o problema de maximizacao de utilidade:

L=a-lnx,+ - Inx, — 1 [pyx1 +px; — W]

Condigdes de primeira ordem:
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Portanto:



Substituindo na restri¢céo:
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Em suma, temos a demanda marshalliana de x;:
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Substituindo na restricdo e fazendo uma conta semelhante, encontramos a demanda
marshalliana de x,:

__b w
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Substituindo as demandas marshallianas na utilidade, encontramos a utilidade indireta:
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Vamos montar agora o lagrangeano para o problema de minimizacao de custo, dado um
nivel exdgeno de utilidade u:

L=px;+px,+A-[lu—a-lnx; — B Inx,]

Condigcdes de primeira ordem:
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Substituindo na restri¢céo:

u=a-lnx, +p-inx,

B D1
u=a-lnx; + -ln(x -—-—)
1+ B % D,



u=“‘ln(xl)+,6’-ln(x1)+ﬁ-ln<§.p_1)
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Para simplificar a notagao, defina U = exp [ﬁ] Esse termo é exdgeno, e podemos

escolher qualquer coisa. Fica entio:
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Substituindo na restricdo e fazendo uma conta analoga, obtemos:

a
B P1)(“+ﬁ)

x2=U-<a P2

Obtemos a fungéao gasto e(p;, p,) substituindo esses valores na expressao p; x; + p,xs:

e(pl,pz)=p1-U-(E-p—



Ex. 2,itema

Para encontrar o multiplicador de Lagrange A do problema de maximizagao de utilidade,
vamos retomar a primeira CPO do problema desse problema:

=2
X P1
(Essa é a CPO em relagéo a x,. Poderiamos usar a CPO em relagéo a x, — o resultado seria
0 mesmo.)

Temos entao:

a
)=
P1X1
Vamos usar o valor de x; que encontramos:
a w
x1 = -_—
(a+B)ps
Temos entao:
a 1 a+p

A= =
v (@imn) »o(@on)

. - . L . d
Essa é a utilidade marginal da renda. Ou seja, é exatamente igual a ﬁ.




Ex. 3,itema

v
_ /api
[5]
17/3w

Identidade de Roy: x; =

Encontramos no exercicio 1:

B
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Vamos tirar a derivada parcial em relagdo a p;:
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Vamos tirar a derivada parcialem relagcdo a w:

RV

Podemos agora verificar a identidade de Roy:

v e ] T ()
6v/aw

a B
R S

gy (-5)

5

a 1
v () -
a w
ENCEIORN

Que é exatamente a demanda marshalliana x; que encontramos anteriormente.




Exercicio 7

u(xy,x,) = x{’xf

No exercicio 1, encontramos as demandas hicksianas:
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Vamos deriva-las em relagcéo aos pregos:
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Os trechos em vermelho sdo exatamente a demanda hicksiana, e podemos usar isso para
simplificar a notagéo:

0x, B (a pz)‘l a <—1>
ap, ! (a+p) \B py B 2 i
Podemos agora cortar os termos em verde, simplificando ainda mais:
o _ . _FB (&)(1)
op, Ya+p) \p, pi

= w (5)

Vamos agora obter a derivada cruzada:
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Novamente, os termos em vermelho sao a prépria demanda hicksiana, e podemos
simplificar a notagéao:

Z;f: ”(af-m(%g—)(%)

E seguir simplificando, como antes:
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Repetindo os mesmos passos, obtemos as derivadas parciais de x:
dx, a (—1)
—_— X, | —
op, 2 (@a+p) \p,

0x, a (1)
—_— X, — | —
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Podemos montar agora a matrix de Slutsky:

[0x Oxy y B (2 B (L
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dx, 6x2J a ( 1 ) a (—1)
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Para verificar simetria, precisamos estabelecer:
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Vamos substituir os valores das demandas hicksianas x; e x5:
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Simplificando:
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Reorganizando:

(z.&) @
\B pi) _D1
(£ 3
a D2
(z. ) a
M) _pn
(z.&)wﬂ?) pﬁ
B p1 2
B
(g P_z)(a+ﬁ) (a+ﬁ) _& b2
B p1 B p1
a p2 @ P2
.3 p1 B b1
Essa expressao é sempre verdadeira, e podemos concluir que ox _ Ox 2%2. a matriz é

op2 ap1
simétrica.

Para verificar que é negativa semi-definida, precisamos computar os menores principais
lideres (MPL) de ordem 1 e 2, e verificar se alternam de sinal, comegando com sinal
negativo. O MPL de ordem 2 é simplesmente o determinante da matriz.

MPL1=x1-(a:;IB)-<_—1><O
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Logo, MPL, = 0 se e s6 se:
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Reorganizando:
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Vamos substituir agora os valores das demandas hicksianas x; e x5:
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O que é sempre verdade. Logo, a matriz é negativa semi-definida.



Ex.10

Mostrar que a relagao de preferéncia estrita € incompleta e transitiva

Completeza: paratodo x,y € X, das duas, uma:

XZYy
Ou
yZFX
Podemos ter ambos:
X~y
Nesse caso, ndotemos x >y nemy > Xx.
Logo, > nao é completa.
Transitividade:
Suponha:
x>y
y >z

Lembrando: a relagao de preferéncia estrita implica a fraca, por construgcédo: sey > z,
entdo y > z. Analogamente, x > y. Logo, x > z.



Queremos provar que x > z.

Suponha por absurdo que z > x (ou seja, estamos negando o0 que queremos provar: x >
z).Ja sabemos que y > z. Logo, pela transitividade de >, concluimos que y > x.Isso é
absurdo porque supomos x > y.

Concluimos entdo que z > x é falso, e portanto x > z.



Ex. 11
Preferéncias monotonicas sdo localmente ndo saciaveis.

Considere uma alocagao x qualquer. Precisamos provar que existe uma cestay > x no
conjunto B,(x) = {y € X: ||y — x|| < &}.

Considere um € > 0 qualquer. Defina:
y=x+6-(1,..,1)

Ou seja, a cesta y apenas soma a quantidade § > 0 a cada coordenada da cesta x. Por
monotonicidade, temos y > x.

Podemos calcular:

lly —xl| =62+ +82=n-62=vn-§
Em que n é a dimenséo do espago (ou seja, x,y € R™).
Relembrando: queremos y € B,(x). Ou seja:
ye{yeX:|ly—x|| <e}
Ou seja:
lly — x|l <e

Vn-8<e

€
6 <—

Vn

Em suma: para qualquer valor dado de &, podemos escolher § < in, e dessa forma

construiruma cesta y talque y > x e y € B.(x). Essa é exatamente a definicdo de néo-
saciedade local.



Exercicio 12

Temos dois teoremas (enunciados nas notas de aula):

>’s convexas se e sO se o conjunto {y € X:y > x} é convexo para todo x.

u( ) quase-cdncava se e s6 se o conjunto {y € X:u(y) > r} é convexo para todor € R.

Fazendo r = u(x), temos equivaléncia entre esses conjuntos. Logo, as preferéncias sao
convexas se e so se a fungdo utilidade for quase-céncava.



Exercicio 13

u = x{x;
Lagrangeano para problema de minimiza¢ao de custo:

L=p1x1+p2x2+/1-[y—xf‘x§]

Condicdes de primeira ordem:

Py = Aaxf‘le

-1
py = ABxExb

Portanto:

2 Aaxf“le _ax

P2 A,Bxfxf_l NEA

Voltando a restricao:



Isolando x;, obtemos:
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2 M\« —
X, = (——) -ya"'.B
! 1294

Substituindo de volta na expressao de x,, obtemos:
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Simplificando, obtemos:
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Podemos escrever agora a fungao custo:

c(y) = p1x1 + p2x;



Vamos isolar y:
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1 —_r
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A expressao entre colchetes é apenas uma constante positiva, e vamos chama-la de k.
Temos entdo a fungao custo:

1
c(y) =k - y**F
Podemos obter agora o custo médio:

1

k- vatB
CMe(y) = < _k-y
y y

1
= k- y@B

Podemos agora calcular a derivada do custo médio em relagcédo a y:

1
dCMe(y):( 1 —1)-k~ym_1
dy a+p



1
—F=1 , ohe . .
Otermo k - ya+f = é sempre positivo. Logo, o sinal dessa derivada depende apenas do

sinal de:

Temos trés possibilidades:

dCMe(y)
dy

a + f > 1 (retornos crescentes de escala): (L - 1) < 01 e portanto < 0: custo

a+p
médio decrescente.

dcMe(y)

1
a + B = 1 (retornos constantes de escala): (— - 1) = (0 e portanto = 0: custo

a+p
médio constante.

dCMe(y)

1
a + B < 1 (retornos decrescentes de escala): (— - 1) > ( e portanto > 0: custo

a+p
médio crescente.

A escala de producao 6tima de producéao é a que minimiza o custo médio. Logo, é igual a
zero para retornos decrescentes, indeterminada para retornos constantes, e infinita (ndo
existe) para retornos crescentes.

Sob retornos crescentes, o problema da firma ndo tem solucao. Suponha que exista uma
solugéo y*, gerando um lucro ndo negativo py* — c(y™*). A firma pode aumentar o lucro ao
duplicar a producgéo, o que duplica a receita (dado o prego exdégeno) e menos do que
duplica os custos (dados os retornos crescentes de escala).






Exercicio 14

Custo médio: CMe(y) = %

Para minimizar o custo médio, vamos derivar e igualar a zero, usando a regra da derivada
do quociente:

(-
y

O lado esquerdo é o custo marginal. O lado direito é o custo médio. Logo, CMg = CMe é a
condigao que caracteriza o ponto critico da fungcao custo médio.

Para verificar que € um ponto de minimo, basta verificar que a derivada segunda é positiva
nesse ponto critico:

(@) _ (c’ Y- c)’ [y +e ey y? -2y (- y = )]
y y? y*



[(c"y) - y*] = [2y* - ¢' = 2yc]
y4-

. . ~ . c .
Vamos avaliar o sinal dessa expressao supondo CMg = CMe, ou seja, ¢’ = 5 ouaindac =

!

yc':

[(c"y) - y*] = [2y* - c' = 2y? - ']

y4
[c”-y*] _¢”
y* y

Como o custo é convexo, ¢’ > 0, e portanto essa expresséo é positiva, como queriamos
demonstrar.



Exercicios 15e 16
Funcgao custo: c(y) = k + y?
Vamos usar duas condi¢cdes que caracterizam um mercado perfeitamente competitivo:

1. Maximizacao de lucro
2. Lucroecondmico igual a zero (por conta de livre entrada e saida)

A primeira condicao implica preco igual a custo marginal. A segunda condigao implica
preco igual a custo médio. Logo, teremos custo marginal igual a custo médio, para todas
as firmas. Essa condicao caracteriza a escala eficiente de producgao.

CMg(y) =2y

k
CMe(y) = ; +y

k k
CMg=CMe=>2y=;+y:>y:;:>y2:k:y:ﬁ

A producéao de cada firma individual sera y = Vk.Essa é a escala eficiente de producao.
Portanto, o pregco sera 2 - Vk: preco igual a custo marginal 2y.

A demanda totalde mercadoéY =n-y=n- vk paran firmas. Fazendo demanda igual a
oferta, temos:

a-p=n-Vk



a—2-Vk=n-vk

a— 2-Vk a
n=s————=—-—2

vk vk

. a . . . .
Ou seja, teremos n = A 2 firmas nesse mercado. Estamos supondo implicitamente que

a seja suficientemente grande em relacao a k: demanda grande em relagdo ao custo fixo
de producgao. Caso contrario, o niumero de firmas é pequeno, ou até negativo, e a hipdtese
de mercados competitivos dificilmente € uma boa descricao do ambiente. (Mas
conhecemos algumas situagcdes em que poucas firmas podem se comportar de maneira
proxima ao mercado perfeitamente competitivo, como contestabilidade — é assunto de
Organizacao Industrial.)

Lembrando: retornos constantes de escala implicam custo médio de produgao constante,
e portanto igual ao custo marginal (se o custo marginal fosse diferente do custo médio,
entdo o custo médio ndo seria constante).

Se tivermos varias firmas com custo médio de producédo constante eiguala 2 - Vk, segue
gue o custo marginal é exatamente esse, e portanto o prego é exatamente esse. A
producgao total € a mesma, mas o numero de firmas é indeterminado, pois a escala
eficiente é indeterminada sob retornos constantes de escala.



Exercicio 17
Problema da firma:
Max f(K,L) — rk — wL
(Suponha sem perda de generalidade p = 1)
Curto prazo
A firma escolhe apenas L:

CPO: f,(K,L) —w = 0
F

. aL T
Precisamos computar P Vamos usar o teorema da funcédo implicita:

o )y, -1 1

—=— =——=—<0
ow aF/aL fuo fuL

Podemos agora computar a elasticidade de curto prazo da demanda por trabalho L:

oL
SR _ /L_a_LW_

1
S, Tow L fn

RS

Longo prazo



A firma escolhe capital K e trabalho L. CPOs:

fL(KiL) -w=0

F

fx(K,L) —r=20
L

Nao podemos aplicar o teorema da fungao implicita apenas a primeira CPO, pois agora
uma mudanga em w afeta o prego relativo W/, e portanto pode afetar a demanda por
capital.

De forma geral, precisamos usar o teorema da fungao implicita em varias dimensdes.
Quando temos apenas duas equacoes, porém, hd uma forma mais simples. Observe que a
segunda CPO define uma funcgéo K (L): para uma dada quantidade de trabalho, a firma
escolhe a quantidade 6tima de capital. Essa € uma funcao implicita, mas isso ndo nos
atrapalha.

Coloque K (L) na primeira CPO:

fuK(L),L)—w=0
F

Podemos repetir o que fizemos na analise de curto prazo, bastando levar em conta que
agora K(L) nao é fixo. Obtemos:

oL 9/, -1 1

%__aF/aL __fLK'K'+fLL_fLK'K'+fLL




As derivadas segundas f;x e f;; sdo dadas pela fungao de produgéo, mas ainda nao
conhecemos a derivada K', ja que K é uma varidvel endégena. Para obté-la, vamos aplicar
o teorema da funcao implicita a segunda CPO:

K _ fo, _ fa
dL aG/aK frx

K'(L) =

Substituindo na expresséo anterior:

dL _ 1 _ 1
w e K+ i —fLk fK—L + fiL
frk

Podemos calcular entao a elasticidade de longo prazo:

_aL/L_aL W 1 w
L

“ow/  ow L
/W v _fLK'%-l'fLL

LR

Para avaliar a expressao no denominador, vamos montar a matriz de derivadas segundas
da funcao de producgéo:

fLL fLK]
fKL fKK

Para uma fungéo céncava, temos f;; < 0: o menor principal lider de ordem 1 é negativo.



Adicionalmente, o menor principal lider de ordem 2 deve ser positivo. O menor principal
lider de ordem 2 é o determinante dessa matriz: f;; fxx — fixfkL- Portanto:

finfekx — ficfxe >0

fiofrx > fikfre

fLKfKL
fKK

fuL >

fLKfKL

>0
frx

fLL_

Esse é exatamente o denominador da elasticidade

Suponha kR > ¢5R:

1 1
_fLK'%-l'fLL fuu

Esse é exatamente o denominador da expressao grifada acima. Sabendo que esse
denominador é positivo, podemos reescrever essa expressao como:



fir < —fik 'fK_L+fLL

fKK
0< _fLK fK_L
KK
O<fLKfKL
_fKK

Usamos agora que fx; = f1x, € portanto os sinais séo iguais, e portanto fx; - fLx > 0.
Usamos também fxx < 0. Concluimos que essa expressao é sempre verdadeira.

Ou seja,

SLR > gSR



