Versao preliminar; favor nao circular.

Sistemas Lineares

Exemplos de Equagoes Lineares:

1+ 229 =3
25(}1—3.%’2:8

Forma Geral: a1z1 + -+ + apz, = b (a0 invés de y = ax + b)

a’s,b: pardmetros
2's: variaveis

—Cada termo possui apenas uma variivel, elevada & 12 poténcia.
—Quando existem, as solucdes de uma sistema linear podem ser encontradas explicitamente.

Estudamos algebra linear para trabalhar com aproximagoes lineares (calculo) e com versoes exatas de modelos
(econdmicos ou matemaéticos) lineares.

Técnicas para Solucionar Sistemas Lineares

Como resolver sistemas do tipo:

A- 2$1+3I2:7
1'17352:1

B: $1+(E2+£C3:5
.”[,'2—1'3:0
r1+ 29 =25
2$1+2Z‘2:4

De forma geral:

a1121 + a12%2 + -+ + A1 Ty = by

2171 + Q22T + -+ - + A2pTp = b2

Am1%1 + AmaZ2 + - + AppTn = bm

— aj;s e b;s sdo parametros: ntimeros (reais) dados
— a;;é o coeficiente de x; na equacao i
—Uma solugdo é um vetor (z7,..., ) que resolve todas as equagoes simultaneamente.

Perguntas relevantes sobre um sistema:

1 - Existe solucao ?

2 - Ha quantas solugoes 7

3 - Existe um algoritmo (procedimento) para computar as solugoes ?
Procedimentos:

i: substituicao

ii: eliminacao de variaveis

iii: método matricial

i: Substituicao

- método ensinado desde o 12 grau

Exemplo A:

2x1 4+ 322 =7 (eq 1)
x1 —x2 =1 (eq 2)



eq2 >z =149

Substituindo na eq 1:
21+ x2) + 322 =7
24215+ 3x0 =17
5582 =5 To = 1

Substituindo de volta na eq 2:

1 =14 29
=141
2131:2

Solugdo: (z1,z2) = (2,1)

Existe solucao ? Sim.
Quantas solugoes 7 Apenas uma.
Existe algoritmo 7 Sim.

Exemplo B:

1+ x2+ 23 =5 (eq 1)
Ty —x3 =0 (eq 2)

Use a eq 2 para isolar x3:
Z3 = X2

substitua o valor de x3na eq 1:
T1+x9+23=25

T1+ x4+ 22=25

1+ 2x9 =5

Use a nova eq 1 p/ isolar xo:
xQ — 57w1

Substitua de volta na eq 2:
_ 5=z
T3 = 57

Solucdo: (x1,xa,x3) = (1, 5_2”“ , 5_2&) Vr; € R

Existe solugdo ? Sim.
Quantas solucoes 7 Infinitas (Vz; € R)
Existe algoritmo 7 Sim.

Exemplo C:

x1+x2 =5 (eq 1)
2x1 + 2z = 4 (eq 2)
eq2 — 2xo =4 — 21,
Ty = 2— Ty
Substitua na eq 1:

xr1 + T = 5

xr1 + 2 — Tr1 = 5

1 — 1 = 5—2

0 = 3 : absurdo

Existe solucao ? Nao
Quantas solucoes ? Zero
Existe algoritmo ? Nao

Esses trés exemplos ilustram todos os casos possiveis: ha zero, uma ou infinitas solu¢des. Para duas retas (ou
seja, duas equagdes lineares no plano), esses casos podem ser representados como se segue:
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Quando hé apenas duas equagoes, pode haver apenas trés casos: as: retas se encontram em um Unico ponto;
podem ser paralelas e sobrepostas (e portanto se encontram em todos os pontos); ou podem ser paralelas e distintas
(nunca se encontram). Se houver mais de duas retas, pode nio haver encontro simultaneo de todas elas.

ii: Eliminacao de Variaveis

- Ideia: usar uma equacao para eliminar uma varidvel das demais equacoes.

Exemplo A:

(1

(2)

(2) — —2 % (2): multiplicar uma equagdo por nimero# 0

( )2{E1 + 3.’E2 =7

( ) 201 + 229 = —2

(2) — (2) + (1): adicionar uma equagdo a outra

(1)221 + 320 =7

( )01‘1 +5x9 =5

Agora, cada equacao tem menos variaveis que a equagao anterior
(2)%2 =1

Substituicao reversa:

(122, +3%1=7

21’1 =4
T = 2
Exemplo B:

(1)1 + 22 + x5 = 5 —cada equagdo ja possui menos varidveis do que a equagdo anterior no sistema original
(2)1‘2 — X3 = 0

(2)%2 = X3

Substituicao Reversa:
T1+23+w3=25
T = 5— 2‘%3

Solucdo: (x1,x2,x3) = (5 — 2x3, 23, 23)Vrs € R

E igual a solugdo encontrada anteriormente, mas agora fica expressa em funcio de x3.

Quando hé infinitas solugoes, sempre ha pelo menos uma variavel livre. Pode-se escolher qualquer uma - nesse
caso, escolhemos x3.

Exemplo C:



Operagoes Elementares com Equagoes

1 - Adicionar o multiplo de uma equacio a outra.
2 - Multiplicar uma equacao por qualquer ntmero, exceto zero.
3 - Trocar a ordem das equacoes.

Qualquer solugao do sistema original também é solucdo do sistema alterado por essas operac¢oes. Dois sistemas
sao ditos equivalentes quando admitem as mesmas solugoes. Em outras palavras, as operacoes elementares possuem
memoéria; dessa forma, podem ser revertidas.

Usamos as operacoes elementares para colocar o sistema em uma forma particularmente simples: cada equagao
tem menos varidveis que a equagao anterior. Depois, aplicamos a substitui¢do reversa para encontrar a solugao (ou
as solugoes), quando houver.

Esse método é chamado Eliminacdo Gaussiana: a ideia geral é usar o coeficiente a;;(var =; na eqi) como “pive”
para zerar o coeficiente ay; (variavel z; na equacdo k ) para todo k > ¢ (ou seja, nas linhas abaixo da linha ).

Uma variante é o método de Gauss-Jordan. Apds ter um sistema tal que cada equacao tenha menos variaveis que
a equacao anterior, usa-se um coeficiente#£ 0 da ultima equagdo como pivd, para zerar os coeficientes das equagoes
anteriores. O ideal é transformar o coeficiente# 0 em 1.

Exemplo:
X1 —0.4372 —0.3$3 =130
0.8z —0.2z3 =100

0723 =210
Substituigao reversa (eliminagdo Gaussiana):
(3)z3 = 300
(2)a2 = 200
(1)z; = 300

Gauss-Jordan: divida a segunda equagao por 0.8 (pivo de xo, primeira variavel com coeficiente ndo-nulo nessa
equacdo) e a terceira equagao por 0.7.
x1 —04xz, —0.3x3 =130
To —0.25x3 =125
T3 =300

Use o coeficiente de z3 em (3) como pivo para eliminar 23 de (1) e(2); depois use o coeficiente de xoem(2)como
pivo para eliminar zo de (1).

Resultado:

(D)ay = 300
(2) To =200
(3) r3 = 300

Operacgoes Elementares com linhas

Sistema com m equagdes e n variaveis:

a1121 + a12%2 + -+ + A1 Ty = by

a21%1 + a2 + - -+ + A2 Ty, = bo

Am1%1 + AmaZ2 + - + ApTn = bm

Uso de matriz para resumir informacoes:

ail a2 - A1n
az1 Q22 -+ d2p . .

A= . —Matriz de Coeficientes
am1 Am2 - Amn



aiil a2 - A1n by

A az  aze - Az, be .
A= . —Matriz Aumentada

am1 Am2 - Amn bm

Operacgoes Elementares:

1 - Trocar ordem das linhas

2 - Adicionar multiplo ndo-zero de uma linha a outra

3 - Multiplicar cada elemento de uma linha por nimero diferente de zero.

Um matriz aumentada que recebeu essas operagoes representa um sistema linear equivalente ao da matriz
original.

Uma matriz estd em forma escalonada se o primeiro elemento diferente de zero em cada linha se encontra numa
coluna posterior ao primeiro elemento nao-zero da linha anterior. O primeiro elemento nao-zero em uma linha é
denominado pivo. Considere os seguintes exemplos:

147 -2 L 23
00 4
031 5
002 4 000
000
13 4 23
016 06
0 0

Se a matriz aumentada de um sistema estiver em forma escalonada (o que pode ser obtido através da eliminagao
gaussiana), a solugdo pode ser encontrada por substituigdo reversa.

Para reproduzir a eliminacdo de Gauss-Jordan, é necessario simplificar ainda mais a matriz aumentada.
Primeiro, multiplica-se cada linha pelo reciproco do seu pivo, de forma a transformar o pivo em 1.

(1) /1 —-0,4 —0,3 130
20 08 =02 100 | (2)=(2) % g5 (3)—= (3) X o=
3) \o o0 0,7 210

(1) /1 -0,4 —0,3 130
@ (o 1 -02 125
3 \o o0 1 300

Depois, usamos cada pivo para eliminar as entradas nao-zero nas linhas acima:

(1) /1 —0,4 0 220
@ (o 1 0 200
@ \o 0o 1 300

(1) 1 0 0 300
(2) 0 1 0 200 | —Solugado
3 \0 0 1 300

Uma matriz estd em forma escalonada reduzida se cada pivo é igual a 1 e cada coluna que contém um pivo nao
contém outros elementos diferentes de zero.




Sistemas com Infinitas Soluc¢oes ou Sem Solugao

As solugoes (z1,z2) que satisfazem ajjzy + asiz2 = by formam uma reta. Logo, a solu¢do para um sistema
ajry + ajpra = by
ocorre no(s) ponto(s) em que as duas retas se cruzam.
a2121 + 22 = by

Entretanto, as retas podem ser paralelas. Isso implica que ou elas nunca se cruzam, ou elas se sobrepoe apenas
duas opgoes.

Se elas se sobrepde, qualquer ponto sobre qualquer uma delas é uma solu¢ao. Exemplo:
(1) x1 +2r9 =3
(2) 21‘1 + 41‘2 =6

Se nunca se encontram, entaofisolucao:
(1) 1 + 21’2 =5
(2) xr1 + 21’2 =4

O mesmo principio vale para sistemas com m equagoes e n variaveis: ha 0, 1 ou cosolugoes.

}—> (2) ndo adiciona informacao
}—>Informa§ao incompativel

Questoes:
1 - Que condigoes na matriz de coeficientes garantem a existéncia de ao menos uma solugaoVb = (by,...,by) ?
2 - Que condig¢bes na matriz de coeficientes garantem a existéncia de no maximo uma solu¢aoVvb ?

3 - Que condi¢bes na matriz de coeficientes garantem a existéncia de exatamente uma solugaovb 7

Vocabulario:

- variavel livre: variavel que nao é determinada pelo sistema.
- variavel basica: varidvel determinada pelo sistema, ou dependente apenas das varidveis livres.

A ordem de aplicacdo das operacbes elementares determina quais varidveis serdo livres e quais serdo basicas.
Quando um sistema admite uma tnica solucao, ndao ha variaveis livres.

Posto de uma Matriz

O critério fundamental para responder as questdes acerca da existéncia e unicidade de solugdes de um sistema
é o posto de uma matriz.

Definicdo: o posto de uma matriz é o nimero de linhas diferentes de zero na forma escalonada dessa matriz.
(Uma linha é diferente de zero se ao menos um elemento ¢é diferente de zero.)

E possivel provar que essa definicdo ndo depende de que forma escalonada é escolhida (uma mesma matriz
admite diversas formas escalonadas).

Sejam A e A a matriz de coeficientes e a matriz aumentada de dado sistema, respectivamente. Sejam B e B as
matrizes correspondentes em forma escalonada. E possivel provar que B é uma matriz aumentada para B, pois o
processo para escalonar A ndo depende da ultima coluna.

E possivel provar os seguintes resultados:
1 - Posto(A)<Posto(A);
2 - Posto(A)<Numero de linhas de A;

3 - Posto(A)<Numero de colunas de A.

Um sistema linear possui solucdo se e somente se Posto(A)=Posto(A).
Se um sistema admite exatamente uma solucdo, entao o numero de linhas da matriz de coeficientes A é maior
ou igual que o namero de colunas. Essa é uma condicao necessdria, porém nao suficiente, para unicidade.

Exemplo: sistema com uma equagdo (M = 1) e duas variaveis (N = 2):

xr1+ 19 =2

N > M: Nuamero de varidveis > Numero de equagoes
Niumero de colunas > Numero de linhas



A condigao necessaria nao se verifica, e portanto o sistema nao pode ter uma unica solucao.
Implicacao: se um sistema possui mais variaveis do que equacgoes, entao ha apenas duas possibilidades:

1 - ha infinitas solugoes;
2 - nao ha solucao.

Considere um sistema em que (b1,...,b,)=(0,...,0):

a1171 + a2 + - - + a1y, =0

a2171 + a22x2 + -+ + a2p Ty, =0

Am1T1 + AmaTe + -+ AmpTn =0
Esse sistema é dito homogéneo e admite no minimo uma solugao, dita solugdo trivial:
T =To=--=x,=0
Portanto, um sistema homogéneo com mais varidveis do que equacdes admite, necessariamente, infinitas solugoes.

Os b; “s, porém, sdo ex6genos, e é importante saber que propriedades garantem existéncia e unicidade da solugao
para quaisquer b; “s, e nao apenas b; = 0Vi.

Teorema: um sistema possui ao menos uma solu¢do para qualquer escolha de b; s se e somente se Posto(A) =
Nuamero de linhas de A. (1)

Se um sistema possui mais equagoes do que varidveis, entdo ha pelo menos uma escolha de b; ‘s tal qual que o
sistema nao tenha solugao.

Teorema: um sistema terd no mdzimo wma solugdo para toda escolha de b; “s se e somente se Posto(A) = Ntumero
de colunas de A. (2)

Um sistema possui exatamente uma solugao para toda escolha de b; s, portanto, se e somente se:
Posto(A) = Numero de linhas de A = Numero de colunas de A.

Diz-se entao que a matriz é nao-singular. Para que exista exatamente uma solugdo, a matriz deve ter 0 mesmo
nimero de linhas e de colunas; matrizes com essa propriedade sao ditas quadradas. Mais do que isso, ndao deve
haver “linhas redudantes”, ou “retas paralelas”, o que se traduziria em linhas iguais a (0, ..., 0) na forma escalonada.

A forma mais féacil de avaliar se uma matriz quadrada é ndo-singular é calcular seu determinante, que deve ser
diferente de zero.

Resumo
Considere um sistema Az = b com M equagdes e N varidveis:

a) Se M < N:
i) Az = 0 tem infinitas solugdes
ii) Vb, Ax = b tem infinitas solugdes ou ndo tem solucao
iii) Se posto(A) = M, Az = b tem infinitas solu¢oesvb.

b) Se N > M:
i) Az = 0 tem uma ou infinitas solugdes
ii) Vb, Ax = b tem 0, 1 ouoosolugoes
iii) Se posto(A) = N, Az = b tem 0 ou 1 solugao¥b.

c) SeM =N:
i) Az = 0 tem uma ou infinitas solugdes
ii) Vb, Ax = b tem 0, 1 ouoosolugoes
iii) Se posto(A) = M = N, Az = b tem exatamente uma solu¢aoVvb.



Algebra Matricial

Uma matriz € uma colecao organizada de ntimeros em £ linhas e n colunas.
Cada niimero é uma entrada e é representado por a;;: entrada na linha i (i=1,...,k), colunaj (j=1,...,n).

Quando k e n sdo compativeis, é possivel definir operacoes algébricas usuais.
Adigao: Ak an) + Bkan)
ailz o Qip bin -+ bin air +bu 0 ain + by
1 = : . :
agl ccc Qkn bk v bin ag1 +bk1 0 Agn + ben

Pode-se definir o elemento neutro na adi¢ao matricial:

all .. aln 0 .. O 0}11 ... aln
2 R R
akl ... a/kn O .. O a/kl DR akn
(kzn)

Subtragao: Basta definir—B como a matriz que, quando adicionada a B gera a matriz de zeros:
bin -+ b =bi1 - —biy

S —bg1 - —bpn
Defina entdao A — B como A + (—B) e use a operacao de adicdo:

a1 - Qin bir -+ bin a1 — b1 - Gin —bin

agl -c Qn b 0 bin ag1 —bgr 0 Qkn — bin
Multiplicacdo por Escalar (r € R):

air -+ Gin raiy - Tain

agr - Qgn ragy - TAgn
Multiplicacao Matricial:

O produto de duas matrizes A e B, denominado AB, esté definido se e somente se o nimero de colunas de A
for igual ao niimero de linhas de B.

Podemos entao multiplicar uma matriz Ay, y,) por uma matriz B, ; ), formando uma matriz ABj , ,): nimero
de linhas de A e nimero de colunas de B.

(Note que, se n # k, o produto BA nao esta sequer definido. Mesmo se n = k, em geral, AB # BA).

O elemento (4, j) da matriz AB é definido como:

(an a2 .. Gim ) . = aibij + aioboj + -+ Qimbm; = D ainbnj
: b=
b
Exemplo:
a b A B aA+bC aB+bD
c d (C’ D) cA+dC c¢B+dD
e f eA+ fC eB+ fD
3x2 222 3x2
1 0 0 O
01 0 O _ s
. N ajj =1Vi=j
Considere a Matriz I = : ayy = 0 Vi # j
0 0 0 1



(nzn)

Para toda matriz A,, .., Al = A
Para toda matriz B,, . m, IB =B

Essa matriz é denominada Matriz Identidade.



Leis da Algebra Matricial

Leis associativas: (A+ B)+C =A+ (B+C)
(AB)C = A(BC)

Lei comutativa para adicado: A+ B=B+ A

Leis distributivas: A(B+ C) = AB + AC
(A+ B)C =AC + BC

Como j4 dito, a Lei Comutativa para multiplicacio néo se verifica na Algebra Matricial.

Exemplo:

2 1 1 -1\ (20

1 1 0 2 1

1 -1 2 1\ (1

0 2 1 1) \2
Matriz Transposta
A transposta de uma matriz (kzn) é uma matriz (nx k) em que trocamos as linhas pelas colunas:

T a1l a1
(an a12 a13> _

a12 a2
a1 ag2 G23 a1z as3

a T
<a;1> :(a11 a21)

Dessa forma, (a;,:)7 = @iz

—_

N O

Sistemas de Equacoes em Forma Matricial

Considere o sistemas

a1121 + a12%2 + ... + a1z, = b1

a211 + ag2To + ...+ aondyp = b2

Am11 + QmaXo + ...+ A Tn = b,

A matriz de coeficientes é:

a1 a2 - QAin
a1 Qg2 - G2p
A =
Am1 Am2 e Amn
(man)

Considere ainda as matrizes:

X1 b1
T2 b2
T = ;b=
Ty bim
(nxl) (mzl)

Podemos entao escrever:
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a1 ai2

a21 a2

Am1 am?2
(man)

Temos entao uma

Q1n T1 b1

aon Zo b2
Amn Ln bm
(nxl) (mxl)
Ax =10

analogia de um sistema com uma equagdo com uma unica variavel: Az = b.

11



Tipos de Matrizes

Matriz Quadrada: k = n : mesmo nimero de linhas e colunas
1 92 1 0 0
< 3 4 ), 010
0 0 1

Matriz Coluna: n =1 : apenas uma coluna

Matriz Linha: £ =1 : apenas uma linha
(21 0)(a b)

Matriz Diagonal: k = n e a;; = 0Vi # j : todos os elementos fora da diagonal principal sdo zero.
1 0 0 0
01 0 |, < g ) )
0 01

Matriz Triangular Superior: a;; = 0V¢ > j

; 1 2 3
(gd),045
00 6

Matriz Triangular Inferior: a;; = 0Vi < j

100
<“O),240
c d

3 5 6

Matriz Simétrica: A = AT, a;; = a;;Vi, j
1 2 3 b 1 00
2 4 5 <‘Z d), 010
3 5 6 0 0 1

Matriz Idempotente: Matriz quadrada tal que BB = B

(323)0G1)

Matriz de Permutagdo: Matriz quadrada em que cada linha e cada coluna possuem exatamente um elemento# (
, € esse elemento é igual a 1.

0 1 0
1 00
0 0 1

Matrizes Elementares
Sdo matrizes que, ao pré-multiplicar uma matriz A, reproduzem alguma das operagoes elementares com linhas:

1 - Troca de linhas;
2 - Adicionar o multiplo de uma linha & outra linha;
3 - Multiplicar uma linha por um escalar diferente de zero.

Exemplo: Matriz de permutacdo Fj;, que troca as linhas i e j da matriz identidade.
O produto E;; A apenas troca as linhas de A.

0 1 a

b
Bz = 1 0 y A= c d

0 1 a b c d
maa= (10 ) (0 8)=(0 %)
Exemplo: para multiplicar uma linha de uma matriz por r # 0, basta definir I;(r) como uma matriz identidade

em que a i-ésima linha é multiplicada por r, e multiplicar essa matriz pela matriz que deseja-se multiplicar a i-ésima
linha correspondente.

12



1 0 a b a b
I2(3>A_(0 3)(0 d)_(3c 3d>
Logo, é possivel obter a forma escalonada reduzida de uma matrizA ao pré-multiplicé-la por matrizes elementares:

Arx =b— FEAx = Eb

Exemplo: para adicionar r vezes a linha ¢ & linha j, substitua o zero da matriz identidade
na posigao (ji) por r:

1 0 a b\ a b
2 1 c d ) \ 2a+c 2b+d

13



Algebra de Matrizes Quadradas

Considere o conjunto de todas as matrizes quadradas. As operacoes algébricas estdo bem-definidas nesse conjunto
(mas, em geral, AB # BA). A matriz identidade é tal que AT = TA = A.

Define-se a matriz inversa A~' tal que A™'A = AA~! = I. A matriz inversa, se existir, é tinica.
Uma matriz quadrada é dita nao-singular se o posto é igual ao naumero de linhas.

Seja A uma matriz (kxn). A matriz B, € inversa a direita de A se AB = I(j,y).
A matriz C(,,,1)€ inversa a esquerda se CA = I(,5y,).

Se uma matriz A possui inversa & direita e & esquerda, entdo B = C; definimos A~! = B = C como inversa de

A.
(131) 8}1 _(1 0)
2 10 1 2 0 1
A \
Inversa & direita de A
(o 0 1) - _(1 o)
1 -1 2 1 0 0 1
A

Inversa a esquerda

Teorema: uma matriz quadrada (maxzm) € inversivel se e sé se for nao-singular.
Inversivel <= Nao-singular

Nesse caso: Az =b — 2 = A~'b : solucdo do sistema linear.

Como encontrar A~ ? H4 varias formas. Um método ¢ transformar a matriz [A|I] em [I|Z] através das
operacoes elementares: prova-se entdo que Z = A~!

Exemplos: A = ( 2 2 )

10
2 211 0Y) (1)
[A|I]:(1OI01)(2)
(1) = (1) /2
11:50)
10101
(1) = (1) = (2)
01 1 4 1Y
<1o:0 1) (2
(
0
1

AATL =

—_ O = O
N~

)

a b
d
Entao A é ndo-singular se e s6 se ad — bc # 0; nesse caso,

_ d -b
Al:adibc'(_c a)

Seja A uma matriz 2x2 qualquer: A =

14



? ad—bc=2x0—-2x1=-2#0

o 1)1 )

Teorema: para uma matriz quadrada A, as afirmacoes abaixo sdo equivalentes:
(a)A é invertivel

(b)A possui inversa a direita

(¢)A possui inversa a esquerda

(d)A é ndo-singular

(e)A possui posto cheio, i.e, posto(A)=M.

(f)Az = b possui ao menos uma solugaoVvb.

(9)Az = b possui no méaximo uma solugaovb.

Podemos definir para uma matriz quadrada:
A" =AXxAx...x A

m vezes

Se A é invertivel:
Am =AY =A"x A o x AT

muvezes

15



Teorema: se A é invertivel, entao:

(a) A™ & invertivel VmeZe (A™)~1 = (A=1)m = A—™
(b) Vr, seZ, ATA® = ATFS
(c) Vr #0, (rA) é invertivel e (rA)=! = 1471

Toda matriz A pode ser escrita como:
A=Fx...xF,, xU

F; elementar Vi=1,...,m
U em forma escalonada reduzida.

Se A é nao-singular, entaio uy=Ie A=F; x...x F,

Determinantes

As matrizes mais importantes sdo quadradas: representam os coeficientes de sistemas com o mesmo numero de
equacoes e varidveis. Queremos saber em que condigbes uma matriz quadrada é ndo-singular. Para tanto, usamos
o determinante de uma matriz.

Definigao indutiva: define-se o determinante de uma matriz (a) (i-e, um escalar) como «; usamos essa definigado
para construir o determinante da 2x2; usamos essa para a 3x3; etc.

Matriz (a) : escalar a : a inversa é simplesmente %, que estd definida se e somente se a # 0. Definimos entao
det(a)= a.

Matriz 2x2: o G12
a21 Aa22

A inversa existe se e 86 se ai1a22 — ajzas; # 0; definimos entdo o determinante:
a1l a2
det = a110a22 — A12Q21 = alldet(aQQ) - algdet(agl)
a1  G22
Considere o termo ayidet(submatriz): a entrada aq; € multiplicada pelo determinante da submatriz formada ao
se eliminar a linha 1 e coluna 1 da matriz original.

Seja Ayen. Defina A;jcomo a matriz obtida ao eliminar a linha i e a coluna j de A.
Defina M;; = det(A;j) como o menor(i,j) de A.
Defina C;; = (1) M;; como o cofator(i,j) de A.

Cofator ¢ um menor com ajuste de sinal:
Cij = Mij se (’L +j) for par;
Cij = —M;; se (i + j) for impar.

Podemos entao escrever:

a a
det< 11 12

= a1 M1 — a12Mi2 = a11C11 + a12C12
a1 Q22

Defina analogamente o determinante de uma matriz 3x3:

aip a2 ais
det| a1 a2 a3 | =a11C11 +a12C12 +a13C13 = a1y My — aroMy + a;zMs
azi1 asz ass
= ay ( a22 @23 ) — g ( az1 @23 ) T+ a3 ( a1 a22 )
aszz2 as3 as1 ass aszy asz
= a11(022a33 - az3a32) - a12(a21a33 - a23a31) + a13(a21a32 - 022031)
= (11022033 — 11023032 — 312021033 + 012023031 + Q13021032 — 413022031
= (a11a22a33 + a12a23031 + a13a21a32) — (a11a23032 + a12021033 + 13022031 )

Caso geral: Matriz A,z
detA = a11C11 + a12C12 + ... + a1 Crm = a11 M11 — a12Mia + ... + (=1)*"ay,,C1y
(Na verdade, podemos escolher qualquer linha, ndo apenas a primeira)

Teorema: para matrizes triangulares (superiores ou inferiores) ou diagonais, o determinante é o produto dos
termos da diagonal principal.
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Exemplo:

1 0 1 100 1 0
det(o 2>—det<0 9 >—det< 18 2>_1><2_2

Teorema: (impacto de operagoes elementares com linhas)

(i) o determinante ndo muda ao adicionar o miltiplo de uma linha a outra linha da matriz;

(ii) o sinal do determinante é invertido quando é feita uma troca de linhas;

(iii) quando se multiplica uma linha por um escalar, o determinante ¢ multiplicado pelo mesmo escalar.

Corolério: detA = detR se R for uma forma escalonada de A obtida apenas adicionando-se miltiplos de uma
linha as outras.

Deve-se fazer os ajustes necessarios de acordo com os itens (ii) e (iii) do teorema anterior se essas operagoes
forem realizadas no escalonamento.

Exemplo: detA = —detR se for feita exatamente uma troca de linhas no escalonamento.
E mais facil computar o determinante da forma escalonada, que é triangular superior.

Teorema: uma matriz quadrada € ndao-singular se e somente se o determinante for diferente de zero.
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Uso do determinante

Matriz Adjunta: Adj(A): entrada (i,j) é o cofator C;; de A.

Teorema: Seja uma matriz A com det(A) # 0.

(a) A~' = b Adj(A)

T det(A)
(b) Regra de Cramer: se Ax = b, computa-sex = A~1b como:
xi =28 . =1 ... m. B;: matriz A trocando a coluna i por b.

Teorema: Seja uma matriz A, qn):

(1) det(AT) = det(A)

(2) det(AB) = det(A)det(B)

(3) det (A7) = Zray

Em geral, det(A + B) # det(A) + det(B).

Na prética, use eliminacao Gaussiana, nao regra de Cramer.

Espagos Euclidianos (SB 10)

Conjunto de ntimeros reais: R ou R': representado por uma reta, o espaco euclidiano unidimensional.

-2 -1 0 1

Conjunto de pares ordenados de nimeros reais:

bidimensional.

.-A-\.

e — —_— J— —

i

x = (1,22),21 € Rxg €R

2

R? :

representado pelo plano cartesiano: o espaco euclidiano

Mesmo raciocinio para R3: z = (21,72, 73),21 € R,29 € R,z3 € R: espago euclidiano tridimensional.

_____ %3
x1*
Py
x1
R™ : espago euclidiano n-dimensional, formado por n-uplas ordenadas (z1, zs, ..., z,), x; € RVi.
(x1,22,...,%,) € um vetor em R™.

Um vetor pode ser um ponto especifico (a partir da origem) ou um deslocamento (a partir de um ponto qualquer).



K3 ' )

Dois vetores sao iguais se tém o mesmo tamanho e a mesma dire¢ao, ainda que origens distintas.

Se u comega no ponto a = (ay,...,a,) e termina no ponto b = (by,...,b,,), entdo
u= (b1 —ay,...,b;m —am)
Exemplos:

(1-0,1-0)=(1,1)=u
(4-3,3-2)=(1,1)=u

Algebra de Vetores: igual & algebra matricial, bastando interpretar um vetor como uma matriz (ma1).
Ui
U2

Um
Interpretacdo da Adigdo de Vetores

i

u = (u1,usz)
v = (v1,v2)
u+v=(u; +v1,us + v9)

Subtragdo de Vetores

A\

o

x = (x1,22)
yz(yhyz)
r—y=(z1—Y1,7T2 —Y2)

19



Exemplo:

1 2

Um Espaco Vetorial é um conjunto sobre o qual se define as operagoes de adi¢ao vetorial e multiplicacdo por
escalar vistas acima, e é fechado para essas operagdes (e portanto deve respeitar uma série de propriedades, como
se vera).

DISTANCIA, NORMA e PRODUTO INTERNO
Distancia entre dois niimeros (vetores em R'): médulo |z — y|.

r=4,y=1=|lz—yl=4-1=3

=3 y=T=|lv—yl=13-T7=|—-4]=4
x=-3,y=-8=|r—y|=]-3+8 =5
Distancia entre dois vetores em R2:

a = (a1, az)
b= (by1,b2)
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B2 - - —— = - —

al ".;l
Ib—all =D = /(b1 —a1)? + (b2 — a2)?
A distancia em R™¢é definida de maneira analoga:

a=(ay,as,...,ay,)
b:(bl7627"'abn)

Ib—all = D = /b —ar)? + (ba @) 4+ G —anP = | = (b= ar)?

Em R': |b—a| =+/(b—a)?
Definimos a norma de um vetor a como a distancia desse vetor até a origem (a origem um vetor b; = 0,Vi).
llal| = [la — 0[] = \/(a1 —02+...4(a,—0)2= \/a%-i-...—l—a%

Teorema: ||r.v|| = |r|.||v]|,VreR! veR™.

rv=r(vi,...,vn) = (Tv1,...,70,)
roll = V/(ro)? + - 4 (ron)? = /1207 + -+ 1202 = /120 + -+ 02)

=Vri ol + 402

I7|

o]l

Defina o vetor unitario w associado a um vetor v como w = ﬁ : mesma direcdo, mas norma 1. Para verificar
que w tem norma 1, basta calcular diretamente:
el = [l = 1l = by el = il = 1

Produto Interno
Considere os vetores:

u=(uy,...,u,);ueR"
v=(v1,...,0,);0eR"

Produto interno: u - v = uqv1 + ugvs + - -+ + UpVyu - v € R

Exemplo:

u=(4,—-1,2)

v=(6,3,—4)
u-v=46-13-24=24-3-8=13
Exemplo:

u=(1,1)

v=(-2,2)

wv=1.(-2)+12=-2+2=0

Propriedades:
(Du-v=v-u
(fu-(v+w)=u-v+u-w
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(ti)u(r-v) =r(u-v) = (r-u)v
(iv)u-uz=0

(Wu-u=0-u=/(0,..., 0) : origem
(wi)(u+v) - (u+v)=u-u+2u-v)+v-v



Relagao entre norma e produto interno

u = (uy,uz,...,uy) € R"
u-u:ulul+U2u2+-~-+unun:u%+~-~+u%

Mas [[ul| = \/ui + -+ +u}

Logo, ||ul| = Vu-u, ou |[ul|? =u-u

A distancia também pode ser escrita em funcdo do produto interno:

I(w—=o)|[ = V(u—=v) - (u—-20)

Dois vetores determinam o angulo 6 entre eles, e o produto interno esta relacionado com esse angulo.

v
[ol]

Se u e v sdo unitarios, entdo ||ul| = ||v]| =1 e cosd = u - v.

v
0 U

AD
cost = H, se [|0]] < 90

B

I

/:
A D

cost = —%, se fe (90,270)

B
N
D A

cateto < hipotenusa = cosf € [—1,1] = |cosf| < 1

Teorema: cosf = H—ZH .

Prova do teorema acima:

Considere vetores u e v quaisquer e escolha um escalar ¢ tal que u — tv e v sejam ortogonais.
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Pela definicao, cosf =

Pitagoras:

[ul|* = [[tv]|* + [Ju — to|[> = 2 - [Jo|* + (u — tv) - (u — tv)
=12 |2+ u-u—2u- (tv) + (tv) - (tv)

[[wl? = 2] [v]|* + |u|]* — 2u - (tv) + [[to]?

2u - (tv) = £|[v]|* + 3[|v]|* = 2¢*|Jv||?

tu-v) =1 ||v|?

u-v=t-||v|]]?

Entao:

t[|v]] wo_ |[v]]
cost = =

II;LH Ullvllz [Tl
cos) = 2~ - -

[lul]  Ilv]]

Logo, cosf = 0<u-v =0

Ou seja: dois vetores u e v sdo perpendiculares (cosf = 0, i.e, angulo reto)
se e somente se o produto interno é u - v = 0.

Dessa forma: ujuy + - -+ + unu, = 0, e 0s vetores sdo ortogonais.
Exemplo: (1,0)-(0,1)=1-04+0-1=0

Uma implicacao desse teorema é a desigualdade triangular:
llu +ol| = [[ul] + ]
i

- —

A menor distancia entre dois pontos é a reta.
Corolario: |[[z[| — [[yl| < ||z — ]|

Representagoes paramétricas

Representacao tradicional de uma reta: xo = axy + b: a é a inclinagao,b é o intercepto vertical.

Alternativa: representagio paramétrica: (x1,z2) = (21(t), z2(t)): um ponto
(x7,x3) pertence A reta se e somente se 3t/(z7, z5) = (z1(t), z2(t))

Uma linha é inteiramente descrita por um ponto zgeR? e uma direcio veR2.

24



Xo
Xo+tv

M
iy

x(t) = xo + tv —representacdo paramétrica

Exemplo:
o = (4, 2)
v=1(1,1)

z(t) = xo +tv = (4,2) +1(1,1) = (4,2) + (t,1) = (4 + 1,2 +1)
Podemos determinar z(t) a partir de dois pontos z e y:

x(t) = x4+ t(y — x): ponto z, dire¢io v =y — x

M

Podemos entao passar da versao paramétrica para a versao nao-paramétrica e vice-versa.

Vale raciocinio analogo para R3. Por exemplo, zo = (2,1,3), v = (4, —2,5).

a(t) = (1(t), z2(t), 23(t))
2o+ tv = (2,1,3) + t(4, —2,5) = (2 + 4t, 1 — 2t,3 + 5¢)

Para representar um plano, precisamos de dois vetores direcionais v e w e, portanto, de dois parametros s e t
(um para cada vetor direcional). Os dois vetores devem ter dire¢oes distintas; ou seja, um nao pode ser multiplo
do outro. Um plano que passa por um ponto p qualquer é:

T =p-+ sv+ tw.
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Independéncia Linear (SB.11)

Uma linha reta que passa pela origem é o conjunto de todos os multiplos de um vetor v dado. Denote esse conjunto
comoL(v) = {rv/r € R}: linha gerada pelo vetor v. Esse é o conjunto de todos os vetores da forma rv tal que v é
um vetor fixo e r € um escalar que varia, assumindo todos os valores em R.

” L)

s 1

Exemplos:

Se v = (1,0), L(v) & o eixo horizontal em R?: qualquer ponto (z1,0) do eixo horizontal é multiplo de (1,0), e
portanto pode ser escrito como r (1,0) = (r,0) para algum r € R: basta definir » = ;. E nenhum ponto fora do
eixo horizontal pode ser escrito como multiplo de (1,0) porque a segunda coordenada precisa ser diferente de zero.

Se v = (1,0,...,0), L(v) & 0 eixo x1 em R™.

Se v =(1,1), L(v) & a reta de 45° em R2.

E possivel generalizar essa defini¢do para conjuntos £(v1,va, ..., v)) construidos a partir de varios vetores , ao
invés apenas um vetor. Para tanto, é necessario generalizar o conceito de “miltiplo de um vetor”, o que leva ao
conceito de combinacao linear.

Definicdo: o vetor w é uma combinagdo linear dos vetores vy, vs, ..., vy se existem escalares r1, 79, ..., tal que
W = 7r1v1 + 1reve + ... + rEUk.

Exemplos:

1) (2,3) é combinagao linear de (1,1) e (0,1): (2,3)=2-(1,1)+1-(0,1)

2) (2,3,4) é combinagao linear de (8,8,8), (0,1,6) e (0,0,2): (2,3,4) = 1 -(8,8,8)+1-(0,1,6) —2-(0,0,2)

3) Qualquer vetor (x1,xa,...,x,) é combinagao linear dos vetores ej, ea,...,e,, em que e; € um vetor tal que a
i-ésima coordenada é igual a 1 e as demais coordenadas sao iguais a zero. Basta escrever (21, ...z,) = z1-€1+...42p €,

4) (5,0) é combinacao linear do vetor (1,0): (5,0) =5-(1,0)

O ultimo exemplo ilustra que o multiplo de um vetor (rv) é simplesmente uma combinagdo linear de um tnico
vetor.

Considere agora dois vetores v; € R™, vo € R™. O conjunto de todas as combinacoes lineares de vy e vg €é:
L(v1,v9) = {riv; + rovg; 711 ER, r9 € R}

Suponha que v; seja multiplo de vo: ou seja, Ira € R/vy = rovg. Entdo L(v1,v2) = L(v1) = L(v2) e v1—12v2 =0
(eq. 1).

Note ainda que se vy é multiplo de vo, entdo necessariamente v, é multiplo de vi: v1 = rovg = vy = (i) v, €

podemos escolher r; = (%) para escrever vy = 1101, ou v2 — r1v1 = 0 (eq. 2).

Podemos passar da equacao 1 para a equacao 2 e vice-versa. Mais do que isso, podemos multiplicar qualquer
uma dessas equacoes por qualquer escalar diferente de zero, sem alterar a relacdo que existe entre os vetores vy e
vy (ou seja, um é multiplo do outro). Ao fazer isso, apenas escolhemos coeficientes diferentes para v e ve: é uma
outra representacao da mesma relacdo. Por exemplo, ao multiplicar a equacao 1 por 2, obtemos 2v; — 2rovs = 0.
Ao multiplicar a equagdo 2 por —5, obtemos —5uvs + 5r1v; = 0. Essas equagOes representam a mesma relacao basica
entre os vetores vy € vso.

De forma geral, podemos representar essa relacao por constantes (¢1,c2) # (0,0) tal que c¢1v1 +cove = 0. Sempre
que é possivel encontrar constantes (cy,ca) # (0,0) tal que c1v1 4+ cova = 0, concluimos que vy € multiplo de vg,
pois v; = —%’Ug (ou, analogamente, vo ¢ multiplo de v1). Dizemos entdo que os vetores v; e vy sdo linearmente
dependentes, pois um pode ser escrito como multiplo do outro. Ou seja, um é combinagao linear do outro.
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Podemos generalizar essa representacdo para mais que dois vetores. Se existem constantes (ci,co,...,Cx) #
(0,0,...,0) tal que civy + cavg + ... + cxvg = 0, entdo ao menos um vetor pode ser escrito como combinagao linear

dos demais: por exemplo, v; = — (%’vg + ...+ ‘;—’ka) Dizemos entao que os vetores vq, ..., v, sao linearmente

dependentes.

Definimos entao vetores linearmente independentes por exclusao. Ou seja: os vetores vy, ..., v sa0 linearmente
independentes quando nao existem constantes (¢, ..., cx) # (0, ...,0) tal que c1v1 + cave + ... + cxvr = 0. Isso pode
ser reescrito da seguinte forma: se cjvy + covg + ... + cxvr = 0, entdo (cq, ..., cx) = (0, ...,0).

Resumindo:
V1,...,0% 8830 L.D. se e 86 se I(cq, ..., cx) # (0,...,0)/crv1 + ... + cgvp =0
V1,..-,Uk 880 L.Ise e 86 se civ1 + ... +cxvpy =0=c1 =ca=c3=0

Exemplo 1: e; = ( (1) ),62: ( (1) ): sao L.I:

0
cie1 + g = 0
1 0 0
o)+ (1)-(5)
61.1+62.0:0 N C1 =0 ~ LI
c1.04+c3.1=0 co =0

1 2 <
Exemplo 2: < 9 ), < 4 ) sao L.D

{ crlte2=0 = ¢ = —2c. Uma possibilidade: { o =2
01.2+CQ.4:O 62:1
1 4 7
Exemplo 3: wy = 2 |, wy = 5 |, ws = 8
3 6 9
w1, ws, wy sao L.Iou L.D ?
1 4 7 0
c1 2 + ¢ 5 + c3 8 = 0
3 6 9 0
161 462 703 0
2cq + 5co + 8cs = 0
301 602 963 0

ley +4co +7¢c3=0
2c1 +5c2 +8c3 =0
301 +602 +903 =0

1 4 7 C1 0
2 5 8 co =10
3 6 9 c3 0

Esse é um Sistema Linear (S.L) homogéneo nas variaveis ¢, ¢y e cg, € portanto admite necessariamente ao
menos uma solu¢io: ¢; = ¢a = ¢3 = 0, chamada solu¢do trivial. Se essa for a inica solugdo, os vetores sdo L.I. Se
houver outras solugdes (ou seja, infinitas solugoes, diferentes da trivial), entdo os vetores sao LD.

Como ja visto, ha algumas formas para determinar se um sistema possui uma ou infinitas solu¢oes. Uma forma
é calcular o posto da matriz de coeficientes.

1 4 7
Forma escalonada de A: 0 —3 —6 |: posto2 < 3 = # linhas.
0 0 0

A matriz tem posto menor que o nimero de linhas; logo, nao pode ter soluc¢ao tnica. Ha entao infinitas solugoes,
e portanto hé infinitas soluc¢oes diferentes de ¢; = ¢o = ¢3 = 0. Logo, os vetores sdo L.D.

De forma geral: os vetores vy, v, ..., v, € R™ sdo L.I se e somente se o seguinte sistema linear homogéneo
admitir apenas a solugao trivial ¢y = cs = ... = ¢, = 0.
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C1 0

Co 0
(vi w2 - v )| . | =
Cn 0
C1 0
C2 0
Podemos definir uma matriz A = ( v Vg o Vg ) e reescrever o sistema acima como A . = .
Cn 0

Se n = k (matriz quadrada), entdo os vetores sdo L.I se e somente se det(A) # 0.

Se k > n (mais colunas do que, entdo os k vetores sdo L.D: por exemplo, trés vetores (k = 3) em R? (n = 2)
sdo necessariamente L.D. O sistema linear tem mais variaveis do que equagdes, e portanto tem necessariamente
variaveis livres.

Se k < n, os vetores podem ser LI ou LD. S6 serdo LI se posto = nimero de colunas = # vetores = k (posto
maximo que a matriz A pode ter, uma vez que k < n).

Notacao:
k € o namero de vetores (ou seja, o nimero de colunas da matriz A).
n é o numero de coordenadas em cada vetor (ou seja, o numero de linhas da matriz A).
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Conjunto Gerador

Seja v1,v3,. .., v um conjunto de vetores em R" (i.e, v; € R" Vi =1,2,... k).

Como visto, o conjunto de todas as combinagoes lineares de vy,va,. . ., vy € L(v1, ..., V) = [c1v1 + c2v2 + -+ - + cvg

Esse é o conjunto gerado por vy,vs,. .., Vk.

Seja um conjunto V' C R™ . Questdo: existe um conjunto de vetores vi,vs,..., vx€ R™ tal que cada vetor em
V' possa ser escrito como uma combinacao linear de vy,vs,..., v 7 Ou seja, existem constantes ci,cs, ..., ¢ tal

quew = c1v1 + CoVs + - - - + ¢ para todo vetor w em V7?7
Nesse caso, V = L(vy,...,v) : 08 vetores vy,vs,. .., v geram V.

Exemplo: qualquer ponto (z1,z2) € R? pode ser gerado pelos vetores
1 0
0 1
_ 1 0 _ X1 0 _ Xr1
e = (g Joan (1) = () +(2)=(2)

RZ & gerado por e; e es.

€1 = y €2 =

Exemplo: qualquer ponto (z1,22) € R? pode ser gerado pelos vetores

AN
s =)=

(1, 2) = 11 + 202 = €1 (
_ c1 + 2¢o N 1 2 c1 _ (=
c1+ o 1 1 Co T2
—1
C1 _ 1 2 I
~(a)-(011) (%)

l\?‘fj N———

R™ é gerado por ey, es,...,e, ou miltiplos de ey, es,...,e,. Mais geralmente, R™ é gerado por n vetores L.I em
Rn

Teorema: seja v1,vz,..., vp € R™ um conjunto de k vetores em R™ que forme a matriz A1)

A:(v1 Vg e U )

O sistema linear Ac = b tem solucdo tnica ¢* se e somente se b € L(v1,...,v).

Ou seja: um conjunto de vetores vy,vs,. .., v € R™ gera R™ se e somente se o sistema Ax = b possuir solugdo Vb
€ R”.

Corolario: um conjunto de vetores que gera R™ deve conter, no minimo, n vetores.
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Base e Dimensao em R"”

Considere trés vetores vy, va, vs tal que v3 = vy + ve. Entdo: L(v1,ve,v3) = L(v1,v2)

Se um vetor w € L(vy,ve,v3), entdo por definicdo w é uma combinagéo linear de vy, vy, v3: W = avy + bvs + cvs.
Mas v3 = v; + vo. Logo:

w = avy + bvg + ¢(vy + v)

w = (a+c)vy + (b+ c)vy

Assim, w é uma combinagdo linear de v; e vy apenas: w € L(v1, v2).
De forma geral, se v é uma combinacao linear de v; e vy, entao:
vz = avr + Bug

Portanto:

w = avy + buvsy + cus

w = avy + bvg + c(avy + Pug)
w = (a+ ac)vy + (b+ Bc)vg

Dessa forma: vs é dispensavel para a apresentacao de w.

O objetivo aqui é definir o menor conjunto de vetores que gera um espaco V. Ou seja: esse conjunto nao deve
conter vetores que sejam combinacoes lineares uns dos outros. Ou seja: nao deve conter vetores L.D. Ou seja: deve
conter apenas vetores L.I. Define-se entao uma base para um espago V.

Defini¢do: o conjunto de vetores vy,. .., v, € uma base do espaco V se:
(1) v1,...,v geram V : todo w € V' & uma combinagao linear de vy, ..., vg.
(i4) v1, ..., v sdo L.I
1 0 0
0 1 0
Exemplo: e; = 0 , €9 = 0 Ly, e = 0
0 0 1

formam uma base de R™
Uma base de R™ deve necessariamente conter n vetores.

Considere os vetores v1,. .. ,v, em R™. Forme a matriz A = ( V1 Vg - Up )
As afirmagbes a seguir sdo equivalentes:

(i)v1,...,v, s80 LI

(#)v1,. .. v, geram R™

(4i)vy,. . . vy 880 uma base de R"

(tw)det(A) # 0

A dimensao de um conjunto V' C R™ é o nimero de vetores numa base de V. Note que uma base nunca é tnica,
mas todas as bases para um dado espaco tém o mesmo nimero de vetores.
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